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Vorwort. 


Die vorliegende kleine Schrift ist aus einem Kolleg über kosmo- 
gonische Hypothesen hervorgegangen, das ich im Sommer- Semester 1928 
an der hiesigen Universitàt hielt. In jenen Vorlesungen habe ich, von 
bekannten Resultaten von Poincaré und Liapounoff ausgehend, an 
Hand einer Folge eigener Arbeiten ein Programm weitergehender Unter- 
suchungen entwickelt, die mit den zur Zeit verfügbaren Hilfsmitteln als 
durchführbar erschienen. Es handelte sich dabei um einé*Reihe neuer 
Existenz- und Stabilitâtssàtze in der Théorie der Gleichgewichtsfiguren 
homogener und heterogener Flüssigkeiten sowie um einige Problème der 
Dynamik vollkommen inkohârenter Medien, insbesondere die Maxwell- 
sche Théorie der Ringe des Saturn. Ein erheblicher Teil des damais 
entworfenen Programms, vor allem was die Existenzfragen in der Théorie 
der Gleichgewichtsfiguren rotierender Flüssigkeiten anlangt, ist seitdem 
durch die Arbeiten meiner Leipziger Schüler und meine eigenen Unter- 
suchungen erledigt worden. Was auf dem zuletzt genannten Gebiete 
jetzt fertig vorliegt, bildet ein abgerundetes Ganzes, von dem manche 
Wege zu neuen Zielen führen. Dieses Ganze im Zusammenhang darzu- 
stellen, ist die Aufgabe des vorliegenden kleinen Bûches. Die mit den 
Existenzproblemen eng zusammenhângenden Stabilitâtsffagen wie auch 
die in der Himmelsmechanik sich darbietenden Problème der Dynamik 
vollkommen inkohârenter Medien muûten zurückgestellt werden. Sollten 
die Umstânde es gestatten, so werde ich ail diesen Fragen spâter einmal 
ein weiteres Bandchen widmen. 

Und nun zu dem Inhalt dieses kleinen Werkes im einzelnen. Nach- 
dem in einem kurzen einleitenden Kapitel diejenigen Sàtze der Potential- 
theorie und der Hydrostatik, von denen spâter Gebrauch gemacht wird, 
zusammengestellt worden sind, werden in dem zweiter Kapitel einige 
allgemeine Eigenschaften der Gleichgewichtsfiguren rotierender gravi- 
tierender homogener oder heterogener Flüssigkeiten abgeleitet. Nach 
einer knappen historischen Würdigung der Ergebnisse von Liapounoff 
und Poincaré wird in dem dritten Kapitel ein ausführlicher Beweis des 
von Poincaré postulierten Satzes betreffend die Existenz neuer Gleich- 
gewichtsfiguren rotierender homogener Flüssigkeiten in der Umgebung 
einer gegebenen homogenen Gleichgewichtsfigur entwickelt und im An- 
schluB daran einige Problème des relativen Gleichgewichtes eines aus 



VI 


Vorwort. 


einem sfarren Kôrper und einer Flüssigkeit bestehenden Systems be- 
handelt. Das vierte Kapitel beschàftigt sich mit nichthomogenen Gleich- 
gewichtsfigurea. Hier wird ein zu dem Poincaréschen analoger Satz über 
die Existenz neuer heterogener Gleichgewichtsfiguren in der Nachbar- 
schaft einer gegebenen homogenen oder heterogenen Gleichgewichts- 
figur bewiesen. Als spezielle Resultate sind in diesen Ergebnissen ein 
Satz über die Existenz schwacli heterogener GleichgeVichtsfiguren in 
der Umgebimg homogener Gleichgewichtsfiguren bsp. der Maclaurin- 
schen und Jacobischen Ellipsoide, sowie eine Begründung der Clairaut- 
schen Théorie der Figur der Erde enthalten. So viel über neue Gleich- 
gewichtsfiguren in der Nachbarschaft bereits bekannter Gleichgewichts- 
figuren. In dem zweiten Hauptkapitel der Himmelsmechanik, der 
Théorie der Gestalt der Himmelskôrper, sind zahlreiche Konfigurationen 
bekannt, die in einer ersten Nâherung den Gleichgewichtsbedingungen 
genügen, — es sei nur an die Rocheschen unendlich kleinen SateUiten 
oder die Pofficaré-S. Kowalewskische ringfôrmige Gleichgewichtsfigur 
mit oder ohne Zentralkôrper erinnert. Es war zu vermuten, daB in der 
Nachbarschaft dieser und âhnliclier Konfigurationen Gleichgewichts- 
figuren rotierender Flüssigkeiten gelegen seien. In dem fünften SchluB- 
kapitel des Werkes wird in Durchführung dieses Grundgedankens die 
Existenz einer langen Reihe neuer Gleichgewichtsfiguren bewiesen. 
Neben eigenen Arbeiten, von denen an dieser Stelle als besonders auf- 
schluBreich und mit analytischen Schwierigkeiten verbunden der 
Existenzbeweis einer ringformigen Gleichgewichtsfigur ohne Zentral- 
kôrper (vgl. 22.) sowie die Betrachtungen der Nummern 27, 28, 29 
hervorgehoben seien, habe ich in diesem Zusammenhang eine Folge 
von Abhandlungen meiner Schüler, der Herren E. Kâhler, V. Garten 
und K. Marulfii zu erwâhnen, wâhrend ich den Untersuchungen meines 
Schülers und jüngeren Kollegen E. Hôlder manchen wesentlichen Bei- 
trag zur allgemeinen Théorie verdanke. 

In dem dritten, vierten und fünften Kapitel bringe ich eine Anzahl 
neuer noch nicht publizierter Ergebnisse sowie neuer Fragestellungen, 
die nicht ohne Interesse sein dürften. Allem anderen liegen, wie vorhin 
erwâhnt, Verôffentlichungen von mir selbst und von meinen Mit- 
arbeitern zugrunde. Doch nur vereinzelt schlieBt sich die Darstellung 
unmittelbar ai^frühere Publikationen an. Fast durchgângig gelang es, 
den Stoff nicht unwesentlich einfacher und einheitlicher zu gestalten. 
Die Vereinfachungen ergaben sich teils aus dem Zusammenhang des 
Ganzen, teils aus den mittlerweile gewonnenen neuen Einsichten. Die 
Knappheit des zur Verfügung stehenden Raumes zwang namentlich in 
dem vierten und fünften Kapitel ôfter dazu, auf Zwischenrechnungen zu 
verzichten und sich mit Hinweisen auf die Originalarbeiten zu begnügeri. 
Ein solches Verfahren hat den groBen Vorteil, die Grundlinien der Über- 
legungen klar hervortreten zu lassen und erscheint dort als unbedenklich, 
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wo, wie im vorliegenden Falle, nirgends wesentliche Stücke der Beweise 
geopfert werden. An Vorkenntnissen werden aufler den Grundlagen der 
Infinitesimalrechnung die Elemente der Potentialtheorie und der Théorie 
linearer Integralgleichungen vorausgesetzt. 

Es ist mir eine angenehme Pflicht, den Herren J. Schauder, 
V. A. Kostitzin,, E. Hôlder, V. Garten und K. Maruhn, die mich bei 
den Korrekturarbeiten in wirksamer Weise unterstützt hatten, auch 
an dieser St elle meinen herzlichsten Dank auszusprechen. Der Verlags- 
buchhandlung, die trotz des Ernstes der allgemeinen wirtschaftlichen 
Lage die Herausgabe dieses Werkes ermôglicht batte, gebührt mein 
innig empfundener Dank. 

Leipzig, im Juni 1933. 

Leon Lichtenstein. 
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Erstes Kapitel. 

Vorbereitendes aus der Potentialtheorie 
und der Hydrostatik. 

1. Einige Eigenschaften des Newtonschen Potentials einer ein- 
fachen Flâchenbelegung und einer Volumladung. 1. Es sei T ein 

beliebiges beschranktes Gebiet vom topologischen Typus einer Kugel 
im Raume der Variablen x, y, z, das ein bestimmtes Volumen im Sinne 
von Peano und Jordan hat, und es moge ê{x,y,z) =ê{r) eine in 
T und auf dem Rande S von T, kürzer in dem Bereiche T S, er- 
klarte beschrânkte, (im Ricmannschen Sinne) integricrbare Funktion 
bezeichnen. Das Newtonsche Potential 

(1) V{x,y.z)^jê'^dr', 

T 

(a; — x')^-j- {y — /)“+ = dx^dÿ dz 

ist eine in dem Gesamtraume nebst ihren partiellen Ableitungen erster 
Ordnung stetige, im Unendlichen verschwindende Funktion. In dem 
AuBengebiete stellt V eine im Endlichen überall regulâre Potentialfunktion 

M — 

dar. In dem unendlichfernen Punkte ist V(x,y,z) ~ + V (x , y , z) , 

(i?- a:- + + z^), unter M die Gesamtmasse J d' dr\ unter V (x, y, z) 

T 

eine im Unendlichen regulâre Potentialfunktion verstanden. Dies' be- 
sagt nach Plemelj, daB 

(2) lim V[x, y,z)^c {c konstant), lim D^V = 0 ist 

Es gilt weiter für aile {x , y, z) in T S, unter {ÿ} die obéré Grenze 
von I ■& I verstanden, 

(3) I F(;r, y, 2)1 ^ (^i, .42 konstant). 

1 In (2) bezeichnet Dj V irgendeine partielle Ableitung erster Ordnung von V. 
Vgl. J. Plemelj, Potentialtheoretische Untersuchungen, Leipzig 1911, S. 3 — 5. 
Übrigens folgt hieraus, daÛ DiV beî^hran’ct ist. Siehe Plemelj a. a. O. 
S. 14—15. 


Lichtenstein, Gleichgewichtsfiguren. 
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Vorbereitendes aus der Potentialtheorie und der Hydrostatik. 


2 . Für aile und y 2, z,^ in T + S ist 

! ^(^i> Ji * ^1) y^y ^2) j {^) ^12 [-^3 I ^12 i + -^4]» 

{ 4 ) 

<^12 = (^1 — ^2)* + iVi — ViY + (h — ^2)^ (^3 . ^4 konstant). 

Wie man sich leicht überzeugt, erfüllen hiemach D^V in T + S eine 
„Hôldersche Bedingung'" (mit einem beliebigen positiven Exponenten 
V < 1 ). Dies besagt, daB bei festgehaltenem {x^, yi, z^) in T + S 

( 5 ) * I Dj F = obéré Grenze j V (x^ , yj , Zj) — D^V (xs , y 2 , | d:[2 

^^5 MW 

gilt. Hiernach ist für aile {xi, yj, z^, {x^, y^, z.^) in T + S 

j D, V(x, , y, , Z,) - D, V(x, ,y„z,)\^ A,{v) {i 9 } dl, , 

woselbst A^{v) bei vorgegebenem T-}- S nur noch von v abhângt; 
A^(v) heiBt der Hôldersche Koeffizient, v der Hôldersche Exponent. 
Übrigensgilt dieser Satz unverândert für aile (xi, yi, z^ und [x^, y 2, z^ 
in jedem beliebigen beschrânkten Bereiche. 

3 . Es sei speziell T ein beschrânktes Gebiet der Klasse Ah. Der 
zugehôrige Hôldersche Exponent heiBe A (0 < A < 1 ).^ Es môge weiter 
^ in r + 5 eine //-Bedingung mit demselben Exponenten A, 

darum 

(6) — ^W.y2.22)i ^ 

erfüllen. Alsdann sind die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung 
D^V in T + S vorhanden und stetig und erfüllen daselbst eine i/-Be- 
dingung mit ^em Exponenten A. Es gilt 

( 7 ) D^V\^A^mx\'»\ + A,B^y \D^V\;,^A^Max\&\+A^B^. 

Eine ganz analoge Eigenschaft hat F in jedem von S und einer beliebigen 
Kugel © von hinreichend groBem Radius begrenzten (abgeschlossenen) 
Teile des AuBenbereiclîes. 

4 . Es sei S wieder eine Flâche der Klasse A h , und es môge // (p) eine 
auf S erklarte stetige Ortsfunktion bezeichnen. Das Newtonsche Potential 
der einfachen«Belegung 

(8) U(x,y,z) = jfi'jda' , r- = (x'—x)^+ {ÿ~y)^+ 

S 

stellt eine überall stetige, sowohl in dem Innen- als auch in dem AuBen- 


2 Dies besagt, daû 5 eine Flàche mit stetiger Normale ist, und die Rich- 
tungskosinus der Normale eir^r Halderschen Bedingung, kürzer einer 
dingung (mit dem Exponenten A > 0), genügen. 
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gebiete regulâre Potentialfunktion dar, die sich im Unendliche» wie 

(9) ^ + regulâre Potentialfunktion, M == / fx'cia* 

verhâlt. Es gilt ferner 

(10 ) 1 17 1 g ^10 Max I /X ! , 1 17 j, ^ Ai W Max j | , 
unter v einen beliebigen positiven Wert <1 verstanden. 

5 . Erfüllt ibi{a) überdies auf S eine ^-Bedingung mit dem >Ex- 

ponentenA, so vSind D^U sowohl in dem Innenbereiche als 

auch in jedem von S und K begrenzten (abgeschlossenen) Teile des 
AuBenbereiches vorhanden und erfüllen daselbst eine /Z'-Bedingung mit 
dem Exponenten A, 

( 11 ) I I ^ A 2 Max Ai + A 3 ^ 2 > !-^i^ A 2 Max \ji\ + ^' 13 A- 

Beim Passieren von S werden D^U sich im allgemeinen ^sprungweise 
ândern. Die Tangentialableitungen verhalten sich freilich stetig. 

6 . Es sei T ein beschrànktes Gebiet der Klasse Ah, und es môgen 
£ ,7], ^ in T A- S erklârte stetige Funktionen bezeichnen, die stetige, der 
//-Bedingung genügende partielle Ableitungen erster Ordnung haben. 
Der zugehorige //-Exponent soll hierbei denselben Wert A < 1 wie der 
//-Exponent von S habcn. Es sei 

/UN rr Vv r \ \ 

^ ^ { [Ox / i .dx X dz x\ 

Es môge schlieClich die Dichte d ' stetig sein und ebenfalls einer iï-Be~ 
dingung mit dem Exponenten A genügen, |#1 a ^ A - Durch Vermittelung 
der Funktionen 

(13) x = xA-£) y ~ y Ar u > z^zA-t 

wird, falls, wie vorausgesetzt werden soll, 77 hinreichcnd klein, sagen wir 

(14) 

ist, F + S auf einen Bereich T + S der Klasse A h topologisch abgebildet^. 
Betrachten wir das Newtonschc Potential einer Volumladung 

V{k,ÿ.i)= r^-= (i-kY+ {ÿ-ÿy-+ 

( 15 ) r 

&{x,y,z)='&{x,y,z), 

Nach 1., 2. und 3. erfüllen das Potential V{x, y, z) und seine partiellen 
Ableitungen erster und zweiter Ordnung Ungleichheiten von der Form 

^ Fur das Zustandekommen einer solchen topologischen Abbildung genügt es, 
wenn rj, f stetige, dem absoluten Betrage nach hinreichend kleine partielle Ab- 
leitungen erster Ordnung haben. 

!♦ 
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(3), (4) «und (7). Wir schreiben 


dv 

dV‘i 

dvi 

dx » 

dy 1' 

* dz\ 

\dW 


\dW\ 

\dx^ * 

• • • > 

\d¥\ 

dW\ 


\dw\ 


• . • , 

i àz^ 1; 


! f F L ' • • • ' j i, ^ I ^ I + • 

Die «Konstanten bis ^^9 gelten für aile der Ungleichheit (14) ge- 
nügenden ÿ, t gleichmàfiig. 

Es sei jetzt C ein weiteres System wie î), C beschaffener 

Funktionen, und es sei 

\dxy ' ' \dz \ ;dAr;;i’ • * d.- iA = 

Offenbar ist auch 

(18) obéré Grenze ( , \-S ' ] - : , • • . J | 1 ^ 

^ ^ \ dx.^ \dz^^ ^dx^y ^ dzix] — 

Es sei femer 

(19) U == obéré Grenze { -7- , . . , . 0 i i 

' ' \ dx àx/ \dz dz / 





làx dx\x’ 

‘ ' \dz 

dz X} 


Durch Vermittelung der Funktionen 

(20) x==x+i, y = y + V. i = ^ + C 

wird r + S auf einen Bereich der Klasse Ah^er heiOe T + S , topologisch 
abgebildet. Das Newtonsche Potential 

V{x.yJ)=(jè'dî', 

(21) ^ y 

{è{x,y,z) — d{x,y,z), r^~{x—x!f-]r (y — y’f+ {z — z'Y) 

erfüllt natürlich Beziehungen, die zu (16) ganz analog sind. Darüber 
hinaus bestehen Ungleichheiten von der Form 




dF 

dVi 

^ \dx' 

dx ; 

IdW 

dW 

1 dx^ 

dF ; 

d^v 

dW\ 

d¥ 

dx^ U 


. ^ y!2oi/Max 'i?j; 

. ^//(^2i Maxli>| + yl22^3)>' 
^2/(43 Max 1^1 + 44iS3).^-^ 


^ Wir fassen hierbei 5 ^- , . . . als Funktionen von x, y und z auf, 

dx^ dx^ ' 

® Man vergleiche hierzu meine beiden Aufsâtze, Über einige Hilfssâtze der 

Potentialtheorie I. Math. Zeitschr. 23 (1925), S. 72 — 88; IV. Sâchsische Berichte 

82 (1930), S. 265 — 344. Siehe au^ meme in der Fuûnote^^ genannte Monographie, 

S. 122—127. 


dw dW 
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2. Einige Sâtze der Hydrostatik Wir stellen im folgendén einige 
spezielle Sâtze über das Gleichgewicht homogener oder heterogener 
Flüssigkeiten, die inkompressibel oder kompressibel seîh kônnen, zu- 
sammen. Da es sich um den Ruhezustand handelt, Verschiebungen der 
Flüssigkeitsteilchen gegeneinander demnach nicht vorkommen, so spielt 
es weiter keine Rolle, ob mail es mit ideellen oder mit zâhen Flüssigkeiten 
zu tun hat. 

Es môge sich zunâchst um eine zusammenhàngende Masse homo- 
gener^, inkompressibler, gleich temperierter Flüssigkeit handeln, deren 
Oberflâche vollkommen frei ist. Das Gleichgewicht ist nur môglich, wenn 
ein eindeutiges Potential U der Einheitskrâfte existiert. Die Àqui- 
potentialflàchen sind zugleich Flâchen gleichen Druckes. Ist, wie wir 
annehmen wollen, der AuBendruck konstant, so ist die freie Oberflâche 
zugleich eine Niveauflàche der Einheitskrâfte. Ist pQ der AuBendruck, 
Uq das Potential der Einheitskrâfte an der freien Oberflâche, p und U 
die entsprechenden Werte in einem Punkte {x, y , z) der Flüssigkeits- 
masse, / die Dichte, so gilt 

(23) U-U,==\{p-p,). 

Kann die Flüssigkeit Zugspannungen nicht widerstehen, so muB ^ >0 
sein. Als ein Grenzfall wird auf der freien Oberflâche, gegebenenfalls in 
einzelnen Punkten, auf einzelnen Linien oder Flâchen im Innern der 
Flüssigkeitsmasse auch ^ = 0 zugelassen. Die vorstehenden Bedingungen 
sind für das Gleichgewicht auch hinreichend. Befindet sich die Flüssig- 
keit zur Zeit in Ruhe, so bleibt dieser Zustand dauernd erhalten. 

Zu dem gleichen Ergebnis kommt man bei einer homogenen kom- 
pressiblen Flüssigkeit, insbesondere bei einem homogeneji Gase®, wenn 
die Temperatur überall konstant ist. Auch ândert sich nichts, wenn 
angenommen wird, daB die Flüssigkeit eine endliche Anzahl von Be- 
reichen füllt, die auch einzelne Punkte oder Linien miteinander gemein- 
sam haben konnen. Die vorstehenden Gleichgewichtsbedingungen gelten 
aber auch, wenn es sich um ein System handelti das aus mehreren ver- 
schiedenen homogenen Flüssigkeiten bei konstanter Temperatur be- 
steht, falls die folgende Bedingung erfüllt ist : die Flüssigkeiten kônnen 
zusammendrückbar oder unzusammendrückbar sein, bilden aber in 
allen Fâllen jede für sich eine endliche Anzahl zusammenhângender 
Massen. Sie mischen sich also nicht miteinander. Auch die Trennungs- 
flâchen sind jetzt Flâchen gleichen Potentials und gleichen Druckes.- 


® Man vergleiche hierzu die Ausführungen des achten Kapitels, S. 314 — 322 
meiner Grundlagen der Hydromechanik, Berlin 1929. 

’ Die Dichte ist also lediglich eine Funktion der Temperatur, nicht aber auch 
noch explizite abhângig vom Ort. 

® Jetzt ist die Dichte eine Funktion des Druckes und der Temperatur, in die 
der Ort nicht auch noch explizite eingeht. 



6 


Vorbereitendes aus der Potentialtheorie und der Hydrostatik. 


WirSvenden uns jetzt dem allgemeineren Falle einer beliebigen in- 
homogênen kompressiblen oder nichtkompressiblen Flüssigkeit und 
einer beliebigén Temperaturverteilung zu und setzen diesmal voraus, 
daB die Einheitskrâfte ein eindeutiges Potential haben. Dieser Fall liegt 
bsp. allemal dann vor, wenn es sich um gravitierende, der Wirkung 
sonstiger Krâfte entzogene Flüssigkeiten handelt. Bezüglich der Flüssig- 
keitsdichte wird angenommen, daB sie eine stetige, allenfalls abteilungs- 
wei^ stetige Funktion des Ortes darstellt, bezüglich der Niveauflâchen,* 
daB sie, von den sogleich zu besprechenden Ausnahmen abgesehen, 
stetige Normale haben, ineinandergeschachtelt sind und einen (singu- 
lâren) Punkt oder eine (singulâre) geschlossene Linie, gegen die sie kon- 
vergieren, umschlieBen. Der fragliche Punkt bzw. die eben genannte Linie 
sind als eine singulâre (degenerierte) Niveauflâche aufzufassen. Aber 
auch die aile anderen umschlieBende Âquipotentialflâche kann insofern 
eine Ausnahme bilden, als sie eine endliche Anzahl konischer Punkte 

€ t 

oder Kanten haben darf. Notwendig und hinreichend für den Gleich- 
gewichtszustand ist jetzt, daB die Niveauflâchen der Einheitskrâfte zu- 
gleichFlâchengleicherDichte sind, und daB derDruck^, auBermôglicher- 
weise in einzelnen Punkten, auf einzelnen Linien oder Flâchen, wo er ver- 
schwinden kann, einen positiven Wert hat. Die Àquipotentialflâchen sind 
alsdann zugleich Flâchen gleichen Druckes. Die freie Oberflâche, von der 
auch jetzt angenommen werden soll, daB sie unter konstantemDruck steht , 
ist wieder eine Niveauflâche. Natürlich liegt alledem die Voraussetzung 
zugrunde, daB dieTemperatur sich mit der Zeit nicht ândert, sei es darum, 
weil die Wârmeleitfâhigkeit gleich Null ist, sei es, weil die Temperatur 
durch geeignete Zu- oder Abfuhr der Wârme aufrechterhalten bleibt. 

Liegt eine homogène zusammendrückbare (tropfbare oder gasfôrmige) 
Flüssigkeit vor^, so sind die Niveauflâchen zugleich Flâchen gleicher 
Temperatur. Die vorstehenden Ergebnisse gelten unverândert, auch 
wenn die Dichte sich lângs einer endlichen Anzahl geschlossener Flâchen 
sprungweise ândem kann. Die Sprungflâchen sind selber Niveauflâchen 
der Einheitskrâfte. Zu ganz analogen Resultaten gelangt man, wenn die 
Niveauflâchen aus zwei Systemen wie vorstehend beschaffener Flâchen 
bestehen, deren ,,AuBenhüllen'‘ lângs einzelner Punkte oder Linien mit- 
einander zusammenhângen. 


3. Flüssigkeitsellipsoide. Elliptische Zylinder als Gleichgewichts- 
figuren einer homogenen Flüssigkeit. Kann ein Ellipsoidkôrper T-f S 


(24) 


â^+h+ 


f!. 

c* 




eine Figur des relativen Gleichgewichtes einer mit der Winkelgeschwin- 
digkeit co um die J2:-Achse rotierenden homogenen inkompressiblen 
Flüssigkeit der Dichte / sein, wenn der AuBendruck verschwindet®? 


® Und darum auch für beliebige Werte des (konstanten) AuÛendruckes. 
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Das Gesamtpotential der Gravitations- und Zentrifugalkrâite, das 
auf S einen konstanten Wert annehmen soll, ist, wenn k die GauBsche 
Gravitationskonstante bezeichnet, 


(25) 



r^= {x — x'Y + (y — y')* + (^ — 


dr’ = dx’dy'dz'. 


Nach bekannten Sâtzen ist in T und auf S 

(26) jV = j^ = D-{Ax^ + By^+Cz^), A + B + C = 2n, 

T 


(27) 


B 


CO CO 

D = Ttahc j A nabc j 

0 0 
OO 00 

= 2 ’ c-”»*»/ 


du 


0 0 
^ («2 (52 ^ ( e 2 + 10 


+ W) d ^ 
du 

(C® + w) d ’ 


Die Werte -4, B, C hângen, wie man sich leicht überzeugt, nur von 
den Achsenverhàltnissen a\h:c ab. 

Die Frage kann offenbar so gefafit werden: Gibt es eine Kon- 
stante H , so dafi auf 5 

Dxf — xf [Ax'^ + By^ + c z^) + /) = H, 

d. h. 

(28) + y^{^ — ’—z^Cxf == H — Bxf 

gilt ? Wird aus (24) und (28) die Variable z eliminiert, so erhalten 
wir eine für aile x und y zu erfüllende Beziehung 

(29) ((“■ - + ^' ,■ + (g -»«/) + y- 

= H-Dxf-\- CxfcK 
Sie hat die drei weiteren Relationen 


(30) a2(y-^«/) = 62(ÿ-Bx/) = -c2Cx/ = H-Ox/ 

zur Folge. Die beidén ersten Beziehungen stellen Gleichungen zur Be- 
stimmung der Achsenverhàltnisse a:h:c dar. Aus diesen und dem als 
bekannt vorauszusetzenden Gesamtvolumen der Flüssigkeit erhâlt man 
die Werte der Halbachsen a, h, c selbst. Sind diese GrôBen einmal er- 
mittelt, so liefert die dritte Gleichung den zugehôrigen Wert von H. 


^0 Vgl. bsp. P. Appell, Traité de Mécanique rationnelle, tome troisième, Equilibre 
et mouvement des milieux continus, III. Edition, Paris 1921, S. 110 — 115. 
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Vorbereitendes aus der Potentialtheorie und der Hydrostatik. 


Das garize Problem reduziert sich also auf eine Diskussion der Gleichungen 

/'i\2 

(31) a^X^A) = = - c^C, A = . 

Betrachten wir zunâchst den besonderen Fall a — 6, -4 ==jB, der auf 
Rotationsellipsoide führt. Die Gleichungen (31) reduzieren sich auf die 
eine Gleichung 

(32) a^A-X) = c^C. 


Aus dieser folgt a^A--c^C~a^X>0, mithin wegen (27) 

00 oo 

du r du 


nà^c 




4- w)2 l'c^ -{- u) 

0 

CO 




^ + u) (c2 4-w)lc2 + wj/ 


U du 


,2 -f ti)2 (c2 4- u) 4- u) 


> 0 , 


demnach o:::>*c. Die Rotationsellipsoide sind also abgeplattet. Die Inté- 
grale (27) lassen sich jetzt durch elementareFunktionen auswerten. Es gilt 


(33) 


^ = B = J ((1 + -%=*) Arctgfe-Â), 
C = 271 -^ 3 — (k — Arctg k) , 


0 < Arctg A < -g- , 



Die Formel (32) ergibt 

(34) ^ = A = ;3((3 + A*)Arctg^-3A). 

Eine Diskussion dieser Beziehung führt zu den folgenden Ergebnissen. 
Die Gleichung (34) hat reelle Wurzeln k, nur wenn 


(35) 


co^a)"==f2nxf-6,2-Ml ... 


ist. Jedem Wert der Winkelgeschwindigkeit < co" lassen (32) und (33) 

f* 

zwei Werte von —, die sich stetig mit cd àndern, entsprechen. Man 

d 

spricht mit Poincaré von zwei „linearen Reihen“ (vgl. S. 37) der 
Rotationsellipsoide und* bezeichnet diese als Maclaurinsche Ellipsoide, 
da ihre Éxistenz zuerst vonMaclaurin dargetan worden ist. Für co->co" 
gehen die beiden Rotationsellipsoide stetig in das zu co" gehôrige 
EUipsoid überf — die beiden linearen Reihen der Maclaurinschen 
Ellipsoide hângen in dem ,,Verzweigungspunkte" co" zusammen. Geht 
CO gegen Null, so geht das eine Maclaurinsche EUipsoid stetig in eine 
Kugelo — 6 = c, das andere in eine unendlich dünne Kreisf lâche von 
unendlich groBem Durchmesser, c-> 0 ,a== 5 ->oo, über. 

Wie Jacobi (1834) zeigte, kônnen die Gleichungen (31) noch eine 
reelle Lôsung haben^i, die auf ein dreiachsiges EUipsoid führt, c<h<a. 


Eine andere von der obigen nicht wesentlich verschiedene Lôsung ergibt 
sich durch Vertauschung von a und b. 
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Dies trifft für aile co<ft>'=y2:;r«/*0,lB71 . . . zu. Auch diese 

Jacobischen Ellipsoïde àndern sich stetig mit co, bilden eine ,,lineare 
Reihe''. Für geht das Jacobische Ellipsoid stetig in eines der- 

jenigen Maclaurinschen Ellipsoïde über, die dem Werte a>' der Winkel- 
geschwindigkeit entsprechen. Auch der Punkt co' ist ein ,,Verzweigungs- 
punkt'', — hier hângen die linearen Reihen der Jacobischen und Mac- 
laurinschen Ellipsoïde zusammen. Für co*->0 geht das Jacobische 
Ellipsoid in eine unendlich dünne, unendlich lange Nadel, c~>0, 
a-^cx), über. 

Es ist nicht ohne Interesse, daB die Ellipsoidkôrper (24) die einzigen 
Kôrper sind, deren Potential im Innern sich durch die Formel (26) bei 
geeigneten Festsetzungen über die Konstanten A, B, C und D aus- 

drückt^2 


Und nun einige Worte über die beiderseits unbegrenzten elliptischen 
Zylinderkôrper 


(36) 


+r<i 

«2 52 = A 


als Gleichgewichtsfiguren einer homogenen, mit der Winkelgeschwindig- 
keit CO um die ; 2 :-Achse rotierenden Flüssigkeit der Dichte /. Das Newton- 
sche Potential (26) ist jetzt durch das logarithmische Potential 

(37) 2j*log y^^T' = (a; — a:')2 4 - (y — y')^, dif^dxfdy*, ^okonst.), 

die Intégration über die Ellipsenflâche (36) erstreckt gedacht, zu er- 
setzen. Man sieht vor allem leicht ein, daB für beliebige Werte der Winkel- 
geschwindigkeit, sofern nur der AuBendruck hinreichend groB ist, der 
gerade Kreiszylinderkôrper eine Gleichgewlchtsfigur dar- 

stellt. Ist der AuBendruck gleich Null, so darf co den Wert ^27cxf 
nicht übersteigen, anderenfalls der Flüssigkeitsdruck negativ ausf allen 
würde. 

Von der soeben genannten linearen Reihe der Kreiszylinderkôrper 
zweigt für oj = ^7txi eine lineare Reihe elliptischer Zylinderkôrper (36) 
mit a>6 ab. Sie gehôren zu den Werten der Winkelgeschwindigkeit 
axinx]. Der AuBendruck kann dabei einen beliebigen (konstanten) 


12 Vgl. W. Nikliborc, Eine Bemerkung über die Volumpotentiale, Math . 
Zeitschr. 3o (1932), S. 625 — 631 (eingegangen am 8. 12. 1930) beweist den obigen 
Satz in Bestàtigung einer Vermutung von E. Hôlder. Vgl. auch E. Hôlder, Über 
eine potentialtheoretische Eigenschaft der Ellipse, ebenda S. 632 — 643. Einen 
anderen Beweis verdankt man P. Dive, Comptes Rendus 102 (1931), S. 1443— 1446, 
sowielOS (1931), S. 141 — 142. Sieheauch P. Dive, Attraction des ellipsoïdes homogènes 
et réciproque d'un théorème de Newton, Bulletin de la Société mathématique de 
France 59 (1931), S. 128 — 140. Hier werden aucli»Gebiete, begrenzt von zweiàhn- 
lichen und âhnlich gelegenen Ellipsoiden, betrachtet. Hierzu auch W. Nikliborc, Eine 
Bemerkung über die Volumpotentiale II, Math. Zeitschr. 36 (1932), S. 167 — 170. 
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Wert ^‘O.haben. Es gilt 
(38) 


a- 


a + 5 


f- 


nxf * 


Fürco-^OgehtagegenUnendlich; derEllipsenkôrper (36) geht in eine un- 
endlich lange in der Richtung der ;v-Achse sich erstreckende Nadel über^® 


Zweites Kapitel, 

AUgemeine Eigenschaften der Gleich- 
gewichtsfiguren rotierender 
Flüssigkeiten. 

4. Homogène Flüssigkeiten. In dem Raume der kartesischen Ko- 
ordinaten x, y und z sei eine Anzahl beschrânkter Gebiete (/ = 1, . . . , , 
deren Gesamtheit mit T bezeichnet werden soll, gegeben. Von der 
Begrenzung der Gebiete wird zunâchst nur vorausgesetzt, daB 
sie aus einer endlichen Anzahl geschlossener, doppelpunktloser, stetiger 
Flâchen besteht, von denen jede einzelne einen Raumteil, der ein be- 
stimmtes Volumen im Sinne von Peano und Jordan hat, begrenzt^^. 
Den Raum T denken wir uns mit einer homogenen, unzusammendrück- 
baren Flüssigkeit der Dichte / erfüllt, deren Teilchen einander nach dem 
Newtonschen Gesetz anziehen^^. Weitere Krâfte liegen nicht vor, ins- 
besondere soll der AuBendruck gleich Null sein. Wir bezeichnen das 
Newtonsche Potential von T mit V(x, y, z), die GauBsche Gravitations- 
konstante mit x. Die Flüssigkeit und mit ihr zugleich das Achsenkreuz 
x-y-z soll jetzt um die 2 :-Achse mit der Winkelgeschwindigkeit co 
wie ein starrer Kôrper gleichformig rotieren. Will man feststellen, unter 
welchen Bedingungen das relative Gleichgewicht môglich ist, so hat man, 
wie man weiB, zu den î\ttraktionskrâften die Zentrifugalkrâfte, deren 

ft)® 

Potential den Wert ~^{x^ + y^) hat, hinzuzufügen. Den Ausführungen 
auf S. 5 — 6 zufolge lâuft die für das Gleichgewicht notwendige und hin- 


Vgl. B. Globa-Mikhaïlenko, Figures d'équilibre d’une masse fluide en ro- 
tation, infiniment voisine d’un cylindre elliptique, Comptes rendus 159 (1914), 
S. 646 und Sur quelques nouvelles figures d’équilibre d’unè masse fluide en rotation, 
Journal des Mathématiques (7) 2 (1916), S. 1 — 78, insb. S. 1 — 36. 

Wie sich bald zeigen wird, besteht der Rand eines jeden Gebietes T tat- 
sâchlich aus einer einzigen geschlossenen Flàche. 

Gelegentlich werden wir darüber hinaus annehmen, daB jeder Raumteil 
mit einer homogenen Flüssigkeit*der Dichte erfüllt sei, indessen nicht aile ff den 
gleichen Wert haben. Für die Gesamtheit aller fi wird auch in diesem Falle kürzer / 
geschrieben. 
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reichende Bedingung darauf hinaus, daB das Gesamtpotential der Eiii' 
heitskràfte 


U(x ,y ,z) = xV(x ,y ,z) -]r ■ 


= ** 4- y2, 


, 2 , 

— (^x — {y -f (^ — dif = dxf dy dz* 

auf einer jeden Komponente S der Gesamtbegrenzung S einen kon- 
stanten Wert hat und in T überall, gegebenenfalls mit Ausnahme ein- 
zelner Punkte, Linien oder Flâchen ^ >0 ist. Übrigens wird spâter ge- 
zeigt werden, daB, wenn die zuerst genannte Bedingung erfüllt ist, p sich 
in T tatsâchlich überall >0 erweist, für das Gleichgewicht demnach not- 

co^ — 

wendig und hinreichend ist, d3,QxV{x, y, z) auf S jedesmal einen 

konstanten Wert hat. Haben zwei Begrenzungskomponenten verschie- 
dener Gebiete auch nur einen Punkt gemeinsam, so sind die ent- 
sprechenden Konstanten einander gleich. Aber auch auf verschiedenen 
Randkomponenten eines und desselben Gebietes haben die in Be- 
tracht kommenden Konstanten denselben Wert, da der AuBendruck 
überall gleich groB, nâmlich, wie wir stets annehmen dürfen, gleich 
Null ist^^. _ 

Die Gleichung von S kann demnach auf die Form 
(3) U{x,y,z) = xV{x,y,z) + (;»;2 + y*) = Const. 


gebracht werden. Das Newtonsche Potential V[x,y,z) hat überall 
stetige partielle Ableitungen erster Ordnung (vgl. also hat 

U{x, y y z) die gleiche Eigenschaft. Die Schwerkraft, d. h. Resultierende 
aus der Anziehungs- und der Zentrifugalkraft hat den Wert 


xp{x,y,z) 




Ist y) in einem Punkte Po(xq, yQ, Zq) auf S von Null verschieden, so 
kônnen dort nicht gleichzeitig verschwinden. Ist etwa 

^ + 0, so lâBt sich die Gleichung (3) nach z auflôsen, ^ — z{Xy y). Die 

Flâche S hat in Pq und in einer Umgebung dieses Punktes eine stetige 
Normale. Diese kann nur dort fehlen, wo die Schwerkraft verschwindet. 
Ist die Schwerkraft auf dem Rande überall von Null verschieden, so zer- 
fàllt T in eine Anzahl getrennter Massen, die von Flâchen mit stetiger 
Normale begrenzt sind. Beachtet man den Satz 1. 2 (S. 2), so findet 
man leicht, daB dann aile Randkomponenten tatsâchlich der Klasse A h 
angehôren. Dem Satze 1,3 (S. 2) zufolge éesitzt U(x, y y z) stetige, der 
i/-Bedingung genügende partielle Ableitungen zweiter Ordnung; 
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z(x, hat augenscheinlich die gleiche Eigenschaft. Wir sagen, S ge- 
hôre der Klasse B h an. Man findet so allmâhlich, daC z{Xy stetige 
Ableitungen aller Ordnungen hat. Das gleiche gilt, auch wenn die Schwer- 
kraft auf S verschwinden kann, in der Umgebung aller Punkte, in denen 
dies nicht der Fall ist. Vermutlich sind aile Gleichgewichtsfiguren ro- 
tierender homogener Flüssigkeit analytisch^’. 

Der Schwerpunkt von T liegt auf der Umdrehungsachse. Man sieht 
dies*am einfachsten ein, indem man für einen Augenblick die rotierende 
Flüssigkeit auf ein f estes Koordinatensystem bezieht. Da die einzigen 
jetzt wirkenden Krafte innere Krâfte sind, so wird der Schwerpunkt 
ruhen oder sich geradlinig und gleichfôrmig bewegen. Die zweite Môg- 
lichkeit ist ausgeschlossen, die erste ist aber nur erfüllbar, wenn der 
Schwerpunkt auf der Umdrehungsachse liegt. 

Wir nehmen an, daB der Schwerpunkt mit dem Koordinaten- 
ursprunge zusammenfàllt. 

Die Ebene z = 0 ist stets eine Symmetrieebene des Kôrpers Wir 
verstehen unter einer Sehne von S jede Strecke, deren Endpunkte auf 5 
liegen und deren aile übrigen Punkte sich im Innern von T befinden. 
Eine beliebige Sekante kann aus T + S endlich oder abzâhlbar unendlich- 
viele Sehnen herausschneiden. Endpunkt einer Sehne kann zugleich An- 
fangspunkt einer anderen Sehne sein. Es sei E die Menge der Mittel- 
punkte aller zu der 2 :-Achse parallelen Sehnen von 5. Wir haben vorhin 
vorausgesetzt, daB S aus einer endlichen Anzahl geschlossener, doppel- 
punktloser, stetiger Flâchen besteht, von denen jede einen Raumteil 
begrenzt, der ein bestimmtes Volumen im Sinne von Peano und Jordan 
hat. Wir nehmen jetzt darüber hinaus an, daB E aus einer endlichen 
oder abzâhlbar unendlichen Anzahl zweidimensionaler Kontinuen ^E 
(/ = 1,2,...) besteht. Die Gleichung von ^E ist in der Form y) 

darstellbar, unter [x, y) eine in einem Gebiete H der :x:-y-Ebene erklârte 
stetige Funktion verstanden. 

Wie aile anderen z\jr Darstellung von 5 in Betracht kommenden, durch 
Auflôsung von U {x, y, z) = Const. gewonnenen Funktionen. 

Vgl. meine Abhandlung, Über einige Eigenschaften der Gleichgewichts- 
figuren rotierender homogener Flüssigkeiten, deren Teilchen einander nach dem 
Newtonschen Gesetz anziehen, Sitzungsberichte der PreuÛischen Akademie der 
Wissenschaften, 1918, S. 1120—1135, insb. S. 1122. 

Die unmittelbar folgenden Ausführungen reproduzieren in vereinfachter und 
verschârfter Fassung den Beweis, den ich für den fraglichen Satz loc. cit. S. 1123 
bis 1124 gegeben habe. Er lehnt sich an gewisse Betrachtungen von W. Blaschke 
und T. Carleman an. Vgl. W. Blaschke, Eine isoperimetrische Eigenschaft des 
Kreises, Math. Zeitschr. 1 (1918), S. 52 — 57, sowie T. Carleman, Über eine iso- 
perimetrische Aufgabe und ihre physikalischen Anwendungen, ebenda 8, S. 1 — 7. 
An der bezeichneten Stelle beweist Carleman u. a. den Satz, die einzige Gleich- 
gewichtsfigur einer ruhenden gravitierenden homogenen Flüssigkeitsmasse ist eine 
Kugel. Dem Beweise werden Gebiete zugrunde gelegt, die von einer endlichen An- 
zahl stetig gekrümmter Flâchen begrenzt sind. 
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Ist nun 2J nicht ganz in der Ebene z = 0 gelegen, so gibt es mindestens 
einen Punkt Q {xq, yQ, Zq) in T oder auf S, der so beschaffen ist, daB z^ 
die obéré Grenze aller ; 2 :-Werte auf Z darstellt und es ein zweidimen- 
sionales Kontinuum von Punkten auf Z gibt, deren ^-Koordinate 
um beliebig wenig kleiner als Zq ist. Wir nehmen zunâchst an, daB Q 
im Innem einer der vorliegenden Flüssigkeitsmassen, etwa in jT, liegt. 
In diesem Falle ist gewiB Zq — M 2 lxz auf Z. Die Gerade x — Xq, y==yo 
kann 5 in endlich- oder unendlichvielen Punkten treffen. Es seien 
Pi(^o^yo>^i) ■P 2 (^o> 3^0» ^ 2 ) Punkte Q nâchstliegenden 

Treffpunkte, und es sei Zi>Z 2 . Der Ausdruck 

(5) ^V(x,y,z) +-|-(^2 + y2) 

hat auf allen Randkomponenten von jT denselben Wert. Es muB daher 

( 6 ) V(xo,yo,Zi) = V(xo,yo,Z2) 

sein. Es sei Z) die Projektion von S auf die Ebene z = 0. Es gilt 

V(xo,yo>^*) = 

O) e 

(r^={x- Xo)^ + {y — y^Y + (^ - ^*)^), 

wobei die Intégration nach z über die endlich oder abzâhlbar unendlich- 
vielen Strecken, welche die durch den Punkt {x, y) von D hindurch- 
gehende, zu der 2 -Achse parallèle Gerade L mit T gemeinsam hat, aus- 
gedehnt zu denken ist^^. Es seien z' und 2 :" die Endpunkte irgendeiner 
dieser Strecken, und es sei z^ >z", .Wie man sich ohne Mühe überzeugt, 
ist, unter f ( 2 ”, z^ und r{z, z^) die Entfernungen der Punktepaare {x, y, z), 
(^ 0 ; yo» h) ^nd [x, y, z), [xç^, y^, z^) verstanden, 

2' z* 

(8) 1/—,- — -,dz-^ \ f—r — 

' ’ j'r(z.z^) —yr(z,z^) 

z" 2 " 

wobei das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn die Schwerpunkte 
der beiden Sehnen z^ , {z\ z") die gleiche ^:-Koordinate haben. 
Es gibt aber gewiB ein zweidimensionales Kontinuum von Wertepaaren 
X, y, so daB für die durch [Xy y, 0) hindurchgehenden Sehnen in (8) das 
Zeichen < zutrifft. Ans (7) und (8) würde darum, wie man leicht sieht, 
im vorliegenden Falle F(.ro, yo. < 2 : 1 ) <V{xQy yQ, z<^ folgen, was (6) wider- 
spricht. 


Nach einem bekannten Satz von G. Fubini, Atti délia Reale Accademia 
Nazionale dei Lincei (5) I 61 (1907), S. 608—614. Vgl. auch C. Carathéodory, Vor- 
lesungen über reelle Funktionen, zweite Auflage, Berlin und Leipzig 1927, S. 621 bis 
641. Das Intégral über D ist im allgemeinen als ein Intégral im Lebesgueschen 
Sinne aufzufassen. 
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Es bleibt noch der Fall zu untersuchen, daB die obéré Grenze der 
^-Koordinate aller Punkte von 27 in einem Punkte (xq, yo^^o) 
erreicht wird. Ist die Schwerkraft in {xq, y^, Zq) gleich Null, so ist 
d d 

j^U{Xq, yQ,ZQ)=0, mithin auch yo^ ^o) =0. Ist aber die 

Schwerkraft in , y© , ^o) von Null verschieden, hat mithin S in {Xq , y ^ , Zq) 
und einer Umgebung S dieses Punktes eine stetige Normale, so muB 
die Gerade x = Xq, y==yQ die Flàche S in {xq, y^, Zq) berühren, so daB 
d d 

auch jetzt ’gjU{xQ, yQ, z^) =0 und yo, Zq) =0 ist. Dies sieht 

man leicht wie folgt ein : Sonst wâre z = z{x, y) die Gleichung eines 
Stückes @ von S in der Umgebung von {xQ,yo,ZQ). Vor allem ist 
es klar, daB für ein hinreichend kleines e aile Punkte {x, y, z) mit 
(x —Xq)^+ (y — yo)^ und z (x, y) <z < z{x, y) + e auBerhalb von T 

gelegen sind. Anderenfalls würden sie allemal T selbst angehôren, und es 
gàbe gewiB Sehnen, derenMittelpunkt um mehr als > 2 :oüber derEbene^: = 0 
liegt. Nunmehr woUen wir aus der Gesamtheit der Sehnen {zj^, Z2) eine 
Folge {zintZ2n} cxtrahicren, deren Mittelpunkte gegen {Xq, yQ,z^ kon- 
vergieren. Die von einem n an auf @ gelegenen Endpunkte 2i«(> ^2n) 
konvergieren gegen Zq, — folglich müssen auch Z 2 n gegen Zq konvergieren. 
Dies ist aber nicht môglich, da, wie wir eben sahen, für ein hinreichend 
kleines e aile Punkte (x, y, z) mit (x—Xq)^+ (y—yQ)^^s^ und 
z{x, y)> z> z(x, y) — e dem Innem von T angehôren. 

Wie man ohne ernste Schwierigkeiten sieht, kann man für 

Wz ^(^ 0 » yo> ^ 0 ) auch schreiben 

<*> J*'*»' J' 5 ; 7(^ 

D 

die Intégration nach ^ über aile Intervalle, die L mit T gemeinsam hat, 
erstreckt gedacht. Wegen 

d l d \ 

dz r{zQ,z) ““ dz^ r{zQ,z) 

folgt aus (9) weiter 

(10) J* dyj / 5 * =/* dyj 2: t - TJi^) = »■ 

D , D 

Diese Beziehung ist aber, wie man fast unmittelbar sieht, unmôglich. 
Demnach ist 27 ein ebenes Gebiet. Also hat jede Gleichgewichtsfigur 
rotierender homogener Flüssigkeit eine auf der Umdrehungsachse senk- 
rechte Symmetrieehene. Augenscheinlich ist die Rotationsachse, in unserem 
Falle die 2 :-Achse eine Haupttrâgheitsachse des Flüssigkeit skôrpers. 

Durch die vorstehenden Betrachtungen ist femer bewiesen, daB 
keine zu der Rotationsachse para'Uele Gerade, welche den Flüssigkeits- 
kôrper trifft, mit seiner Begrenzung mehr als zwei Punkte gemeinsam 
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haben kann. Man beachte, daB in den Punkten etwaiger auf S gelegener 
zur ^-Achse paralleler Strecken ~ — 0, somit auch -^ = 0 seinmüBte. 

Besteht T ans mehreren Einzelmassen, die voneinander getrennt sind, 
so liegen diese Massen demnach ,,nebeneinander“, nicht ,,übereinander“. 
Dies besagt, daB es keine zu der ^-Achse parallèle Gerade gibt, die mehr 
als eine Masse trifft. Hângen zwei oder mehr Massen in einzelnen (auch 
unendlichvielen) Punkten zusammen, so liegen diese Punkte auf der 
Symmetrieebene. Ist B ein Punkt dieser Art, so hat die durch B zu der 
>Achse parallèle Gerade keine weiteren Punkte mit der Flüssigkeit 
gemeinsam. — Man sieht femer, daB jede Flüssigkeitsmasse von einem 
einzigen Kontinuum begrenzt ist. Es gibt keine Hohlrâume. Hat S eine 
stetige Normale, so fàllt diese in allen Punkten der Symmetrieebene in 
diese hinein. 

Aile bisher abgeleiteten Sàtze gelten, wie man sich leicht überzeugt, 
unverândert, auch wenn die Dichte in einem jeden Gebiete jT einen 
anderen (konstanten) Wert fj hat. 

Ruht die Flüssigkeit, so kann jede Gerade durch den Schwerpunkt 
als Rotationsachse gelten. Keine Gerade, die den Flüssigkeitskôrper 
trifft, kann mit seiner Berandung mehr als zwei Punkte gemeinsam 
haben. Also besteht T aus einer einzigen Flüssigkeitsmasse. Jede Ebene 
durch den Schwerpunkt ist eine Symmetrieebene. Die einzige Figur des 
Gleichgewichies einer ruhenden homogenen gravitierenden Flüssigkeit ist 
darum eine Kugel, Dieser Satz ist zuerst von Carleman bewiesen worden^®. 

Unsere Sàtze gelten ferner unverândert, auch wenn es sich um eine 
homogène reibungslose Flüssigkeit handelt, die nicht wie ein starrer 
Kôrper rotiert, sondern in einer stationàren Bewegung begriffen ist, 
bei der jedes Flüssigkeitsteilchen um die 2 :-Achse rotlfert mit einer 
Winkelgeschwindigkeit, die nur von seinem Abstande von der Um- 
drehungsachse, die wir diesmal zur .^-Achse eines f est en Achsenkreuzes 
wàhlen, abhàngt, co=co(ï2)^ {t^ ~ y^) . Der AuBendruck wird auch 

jetzt überall als gleich groB, und zwar ohne Einschrânkung der AU- 
gemeinheit gleich Null vorausgesetzt. Mit stationàren Bewegungen 
dieser Art haben sich R. Wavre und P. Dive beschâftigt^^. Wie man fast 
unmittelbar sieht, hat T diesmal jedenfalls Rotationssymmetrie um die 
. 2 -Achse. Wir bezeichnen, wie üblich, die Komponenten dej Geschwindig- 

Vgl. die FuBnote A. a. O. beweist Carleman auch den âlteren Satz von 
Liapounoff, demzufolge jede stabile, d. h. dem absoli^ten Minimum der Energie ent- 
sprechende Figur des Gleichgewichtes einer ruhenden homogenen gravitierenden 
Flüssigkeit eine Kugel sei. Man vergleiche hierzu unsere spâteren sich auf nicht- 
homogene Flüssigkeiten beziehenden Entwicklungen (S. 28). 

Vgl. P. Dive, Rotations internes des astres fluides, Paris 1930, Librairie 
scientifique Albert Blanchard, S. 1 — 90; R. Wavre, Figures planétaires et géodésie» 
Cahiers scientifiques. Fascicule XII, VIII u. 194 ^., Paris 1932. Dort findet sich 
die weitere Literatur angegeben. 
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keit eines Flüssigkeitsteilchens mit u, v, w, die konstante Dïchte wie vorhin 
mit /, den Druck mit/). Die Eulerschen Gleichungen der Bewegung 

nu aF 1 dp 

' ' dt ^ dx i dx* dt ^ dy î dy * dt ^ dz f dz 


liefem im vorliegenden Falle 


( 12 ) 




dV 

ôx 


i ^ 

/ dx ' 


— CO^y=:X 


d y 


l ^ 

f dy ' 


1 Èt 

f dz * 


somit nach einer Intégration làngs irgendeines von (x^, y^, z^) nach 
{x, y, z) führenden Weges 

r 

<13) 

r® 

= X y,z) — V(x^, y®, zfi)) — j (P (x, y,z) ~ p [x^, y®, 2 ®)) 

und mit 

0(t2)=/V(t'-) rVï'. 

0 


wenn wir speziell (x^, y®, 2 ®) auf einer Komponente der Flüssigkeits- 
oberflàche annehmen, 

<14) xV{x,y,z) + 0{x^) — jp{x,y,z) 

= xV{}fi, y®, 2 ®) + —jP [x°, y®, .2®) = Const. 

In allen Punkten auf S hat diesmal augenscheinlich x V (x, y,z) +0 (t^) 
den gleichen Wert. Dies ist die notwendige und, verbunden mit der 
Forderung/) >0 in T, wie man sich leicht überzeugt, auch hinreichende 
Bedingung dafür, daC eine stationàre Bewegung von der vorhin ge> 
nannten Art existiert. (An einzelnen Punkten, Linien oder Flâchen wird 
auch p~0 zugelassen.) Der Druck in einem beliebigen Punkte {x, y, z) 
der Flüssigkeitsmasse berechnet sich aus (14) zu 

(15) p{x, y,z)~xfV(x, yyZ) + f0{x^) + fc {c konstant). 


In dem besonderen Falle einer wie ein starrer Kôrper rotierenden 
o)^ 

Flüssigkeit ist®0(r2) — -g- . Die Formel (15) gibt darum 
1 

(16) y, z) = ^V{X, y , 2) + y {x^ + y 2 ) + c. 

Die zuletzt gewonnenen Formeln unterscheiden sich von der eingangs 
benutzten nur dadurch, dafi für diesmal 0[t^) tritt. Es ist darum 

leicht einzusehen, da6, worauf Herr Wavre zuerst aufmerksam machte, 
der Satz von der Existenz einer auf der Rotationsachse senkrechten 
Symmetrieebene und aile aus ihm vorhin gezogenen Folgerungen auch 
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in dem allgemeineren Falle der zuletzt betrachteten stationâfen Um- 
laufsbewegung gelten. Übrigens gilt, wie bereits erwâhnt, ein ganz 
analoger Satz für gewisse nichthomogene Gleichgewichtsfiguren, — die 
Bemerkung von Herrn Wavre bezieht sich eigentlich auf diesen all- 
gemeineren Fall. Wir werden auf diesen Gegenstand alsbald ausführ- 
licher zurückkommen, wollen indessen, um den Zusammenhang nicht 
zu unterbrechen, vorher noch einige weitere Sâtze über homogène wie 
ein starrer Kôrper rotierende Flüssigkeiten ableiten. 

Nach Poincaré mufî die Winkelgeschwindigkeit der Beziehung 

(17) 0}^<27t>cf 

genügen. Sein Beweis geht von der Forderung aus, die Schwerkraft, d. h. 
die Resultierende aus der Anziehungs- und der Zentrifugalkraft, müsse, 
falls der Auûendruck, wie wir vorhin vorausgesetzt hatten, gleich Null 
ist, auf S nach innen gerichtet sein, setzt also, beilâufig bemerkt, voraus, 
daB T aus getrennten, von stetig gekrümmten Flâchen begrenzten Be- 
reichen besteht (vgl. S. 11). DaB nicht gleich sein kann, lâBt 

sich mit Herrn Crudeli ohne jede Annahme über die Richtung und den 
Wert der Schwerkraft auf S wie folgt beweisen^^. 

Für a)^ = 2nx / wâre in T 

(18) zlC7 = 0, 
demnach in jT und auf jS 

(19) « F(^, y , ;?) + -y- (%2 4 - = Cj (cj konstant). 

Augenscheinlich ist durchweg stetig und stellt eine in dem AuBen- 

gebiete von T überall, auch in dem unendlich fernen Punkte, regulàre 

d U * 

Potentialfunktion dar. Wegen (19) ist ^ gleich Null, 

verschwindet auch noch im Unendlichen, ist somit identisch gleich Null ; 
U, darum auch V wâre von js: unabhàngig, was nicht môglich ist. 

Wir beweisen, daP für 0}^^2nxf die Bedingung (3) nicht erfüllt sein 
kann. Es müfite demnach, damit das GleichgewicM môglich sei, auch wenn 
die Flüssigkeit Zitgkràften widerstehen kônnte, oj^<27i:xf sein. Die Be- 
dingung (3) ist demnach die wahre Wurzel der Poincaréschen Schranke. 
Es ist wesentlich, daB wir dabei nur geringfügige einschrànkende Voraus- 
setzungen über den Charakter der Randflâchen einzufü&ren brauchen. 

Offenbar folgt aus unserem Satze, daB für o}^^2 nxf das Gleich- 
gewicht nicht môglich ist, auch wenn die Flüssigkeit unter einem kon- 
stanten beliebig star ken AuBendruck steht. Poincaré scheint mit der 
Môglichkeit einer den Wert i27txf übertreffenden Winkelgeschwindig- 
keit bei Zulassung eines hinreichend hohen AuBendruckes gerechnet zu 

82 Vgl, U. Crudeli, Il Nuovo Cimento (6) 17 (1909), S. 168—173. Siehe auch 
U. Crudeli, Giornale di Matematiche 47 (1909), S. 374 — 380. 

Licbteustein, Gleichcrewichtsfiguren. 2 
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haben. Durch Erwâgungen mehr heuristischer Natur ist er daraufhin 
zu der Folgenmg geführt worden, daB, wenn es für hinreichend hohe 
Werte von eu überhaupt Gleichgewichtsfiguren einer homogenen Flüssig- 
keit gibt, diese von dem topologischen Typus eines Kreisringkôrpers 
sein müssen^®. Dieses Ergebnis erscheint im Lichte unseres Satzes als 
gegenstandslos. 

Es sei Tq irgendeine der Flüssigkeitsmassen, und es sei Sq ihre, wie 
wir schon wissen, aus einem einzigen Kontinuum bestehende Berandung. 
Der Ausdruck 

(20) U(x, y,z) = x V(x, y,z) + -J (x^ + y^) 

hat auf Sq einen konstanten Wert Uq und genügt in Tq der Differential- 
gleichung 

(21) AU = — 4:7ixf -\-2(x)^. 

Ist zunàchst 0)^<27ixf , so ist nach (21) in T gewiB AU <0. Dies hat 
aber zur Folge, daB in T überall U >Uq ausfâllt. Andernfalls hàtte 
nàmlich U in einem Punkte Q in T ein Minimum Uq), und es wâre 
in Ç: AU^O. Aus U>Uq folgt, wenn wie im vorliegenden Falle 
der AuBendruck gleich Null ist, 

(22) jP{x,y,z) = U{x,y,z)-Uo>0. 

Im Innern der Flüssigkeit herrscht Druck^^. Ist die Schwerkraft in 
einem Punkte A auf 5o von Null verschieden, so hat 5^ in A eine 
stetige Normale. Wegen U >Uq ist offenbar die Schwerkraft in ^ 
nach dem Innern von T gerichtet. Auf der Gesamtberandung von T ist 
demnach die Schwerkraft entweder in das Innere der Flüssigkeit gerichtet 
oder gleich Null. 

Ist 

(23) (o^ = 27ixf oder œ^>27ixf , 

so erhàlt man, wie eine analoge Betrachtung lehrt, entsprechend 

(24) U{x,y,\.) = Uç, oder U{x,y,z)<UQ. 

Oberhalb der Poincaréschen Schranke müBten demnach im Innern der 
Flüssigkeit überall Zugspannungen herrschen. Für (o^~2nxf wâre die 
Flüssigkeit spannungslos. 

Wiederholt man die vorstehenden Überlegungen unter Zugrunde- 
legung der Annahme, die Dichte der Flüssigkeit habe in jT einen kon- 
stanten Wert fj , wobei die fj nicht notwendig aile einander gleich sind, 
so gelangt man zu ganz analogen Ergebnissen, nur daB diesmal 
imn == Min fj an Stelle von / tritt. 

Vgl. H. Poincaré, Figure? d'équüibre d'une masse fluide, Paris 1902, S. 27 

bis 28. 

Vgl. loc. cit. 1’ S. 1129. 
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Es ist jetzt nicht schwer zu zeigen, da6 die Beziehung / 

bzw. ^2 JT «/miu rnit der Gleichgewichtsbedingung (3) niclft ver- 
einbar ist. 

Es môge zunâchst die Dichte überall den gleichen Wert haben. Es sei 
^Max der Hôchstwert der j8:-Koordinate aller Punkte von 5, und es sei 
Z Je irgendein positiver Wert <;?Max* oberhalb der Ebene z — Zy. ge- 
legene Teil von T heiBe 0, sein Spiegelbild in bezug auf die Ebene z=^Zje 
sei mit 0 bezeichnet. Da jede zu der ^-Achse parallèle Gerade, die T 
trifft, wie vorhin bewiesen, mit S nicht mehr als zwei (in bezug auf die 
Ebene z = 0 symmetrisch gelegene) Punkte gemeinsam hat, so ist 
0 + 0 gewiB in T enthalten. Betrachten wir irgendeinen Punkt 
{Xjey y Je, Z Je) der Ebene z=^Zje, der so beschaffen ist, daB die Gerade x = Xje, 
y = yje die Flache 5 in zwei Punkten trifft. Derjenige dieser beiden 
Punkte, dessen . 2 f-Koordinate den grôBeren Wert hat, heiBe Oje = [Xje, yje, z') 
Sein Spiegelbild in bezug auf die Ebene z~Zje, nàmlich» der Punkt 
Pje = {xjc, yje, 2zje — z') Hegt gewiB im Innern von T. Nach (24) müBte in 
abgekürzter Schreibweise U(pje) ■^U{aje), mithin auch V(pje)^V{aje) 
sein. Dies führt aber zu einem Widerspruch. In der Tat hat das Potential 
von 0 + 0 in pje und Oje den gleichen Wert. Das Potential des Kôrpers 
T — (0 + 0) ist indessen inp^ groBer als in aje, weil dies bereits für jedes 
seiner Elemente gilt. Es muB darum U{pje) >U{aj,), mithin gewiB 

(25) ù)^<27iKf 

sein (vgl, loc, cit, S. 1129 — 1130). 

Ist der Wert der Dichte in (/ = 1, . . ., q) nicht überall derselbe, 
.so führt die gleiche Überlegung sinngemâB zu der Folgerung 

( 26 ) a)“ < 2 JT . 

Es ist weiter nicht .schwer zu zeigen, daB die Schwerkraft nur in den 
Punkten der Symmetrieebene z~0 verschwinden kann. 

Es sei {x' , y\ z') irgendein Punkt auf 5, und^es sei etwa r'>0. Der 
oberhalb der Ebene z = z* gelegene Teil von T sei 0', sein Spiegelbild 
in bezug auf die Ebene z=^z' heiBe 0'. (Ist = .^^ax » so verschwindet &.) 
Die Komponente der Anziehungskraft des Kôrpers 0' + 0' im Punkte 
{x \ y\ z') in der Richtung der 2 :-Achse ist aus Gründen der Symmetrie 
gleich Null, die in der gleichen Richtung genommene Komponente der 
Anziehung des Kôrpers T — 0' — 0' ist hingegen sicher <0, da dies 

bereits für jedes seiner Elemente gilt. Es gilt demnach V {x\ y\ z') < 0,. 
mithin auch 

womit unsere Behauptung bewiesen ist (vgl. loc. cit. S. 1130). 

2% 
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Fûr konvexe, demnach aus einem einzigen einfach zusammenhângen- 
den Kôrper bestehende Gleichgewichtsfiguren, die überdies so be- 
schaffen sind, daB die Schwerkraft auf 5 nicht verschwindet, bewies 
Cnideli*® die schârfere Ungleichheit 

0)^<7lXf . 

Nach W. Nikliborc^® gilt die gleiche Schranke für jede Gleichgewichts- 
figur r, die, wie eingangs vorausgesetzt, auch aus mehreren Einzel- 
massen (/ = 1 , . . . , ÿ) bestehen kann, die übrigens Punkte des Randes 
gemeinsam haben dürfen, sofem nur die (/ = 1 , . . . , ç) den folgenden 
Regularitâtsannahmen genügen : 

Wie wir wdssen, hat überall auBer hôchstens auf der Symmetrie- 
ebene eine stetige Normale. Konvergiert ein auf S etwa oberhalb der 
Symmetrieebene gelegener Punkt gegen einen beliebigen Punkt der 
Ebene 2 = 0, so konvergiert, wie Nikliborc ferner voraussetzt, die 
Flâchennorftiale v gegen eine bestimmte Richtung. Darüber hinaus macht 
Nikliborc die Annahme, daB der Schnitt von jS (j ~l , , . . , q) mit der 
Ebene 2 = 0 eine Kurve mit stetiger, allenfalls abteilungsweise stetiger 
Normale (ohne Spitzen) darstellt. Sind allgemeiner die Werte fj nicht 
aile einander gleich, so muB 

sein. Auch diesmal ist es übrigens gleichgültig, ob der AuBendruck 
gleich Nul! ist oder einen beliebigen positiven Wert hat. 

Die Überlegungen von Nikliborc, die von der Poincaréschen Schranke 
(25) Gebrauch machen, unterscheiden sich nur in einigen wenigen Punk- 
ten von denjenigen von Crudeli. 

Es môge ietzt eine der Flüssigkeitsmassen unserer Konfiguration, 
etwa jT, der Klasse Ah angehôren. Wie sich leicht zeigen lâBt, ist die 
Schwerkraft auf jS überall nach innen gerichtet. 

Es sei G^{x, y, 2 ; x\ y', 2 ') die zu jT gehôrige, auf verschwindende 
(klassische) Greensche Funktion der Potentialtheorie. Sie hat, als 
Funktion von (x\ y', 2 ') aufgefaBt, bei festgehaltenem {x, y, 2 ) im In- 
nem von T, auf Sj stetige partielle Ableitungen erster Ordnung, ins- 

besondere die stetige Normalableitung -^yGy ^x, y, 2 ; a'). Ferner ist 
(27) * ^>Gi(x.y.z;a') = ~Gj{&-,x,y,z)>0. 

In (27) bezeichnet & einen Punkt auf ,S, {/) die Innennorraale 

25 Vgl. U. Crudeli, Nuovo limite superiore delle velocità angolari dei fluidi 
omogenei, rotanti uniformemente, limitât! da figura di equilibrio, Atti dei Lincei 19 
(1910), S. 666— 668. 

25 Vgl. W. Nikliborc, Über die obéré Schranke der Winkelgeschwindigkeit der 
Gleichgewichtsfiguren rotierender, homogener Fiüssigkeiten, Math. Zeitschr. 90 
(1929), S. 787— 793. 
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zu )S in </. (Vgl. L. Lichtenstein, Über eine Eigenschaft der klassischen 
Greenschen Funktion, Math. Zeitschr. 11 (1921), S. 319 — 320.) 

Es gilt nun wegen ( 21 ) 

(28) U(x,y,z)=fUo—~-jGj{x,y,z;x’,y,z:) {2oÿ‘—i nxf) dx’dy'dz', 

iT 

somit im Punkte a auf 

(29) = — 4 ^ {2(o^ — ‘inxf)dxfdy'dz ' . 

dU 

Wegen (27) ist augenscheinlich, wie behauptet, > 0, Besteht T 

ans einer endlichen Anzahl von Flüssigkeitsmassen, deren jede von einer 
Flâche der Klasse A h begrenzt ist, so liegen, da die Schwerkraft auf S 
nirgends verschwindet, die Massen vollig getrennt. Wie früher einmal 
bemerkt, sind nunmehr aile stetig gekrümmt. Ja, die aitf S. 11 ein- 
geführten Funktionen z[x, y) haben sogar stetige Ableitungen aller Ord- 
nungen. 

Der Satz gilt unverândert, auch wenn nicht aile einander gleich 
sind. Jetzt ist nâmlich in (29) der Klammerausdruck durch 2o)^—4tnxfj 

ô U 

zu ersetzen, und mit fum erhalten wir wieder -^—> 0 . 

Es sei wieder einmal T wie eingangs vorausgesetzt beschaffen, dem- 
nach insbesondere /j = . . . = /^ = /. Es sei v das Gesamtvolumen der 
Flüssigkeit, cd die Winkelgeschwindigkeit. Für die Entfernung X der 
Punkte des Kôrpers von der Rotationsachse làfit sich eine nur von v, f und co 
ahhàngige Schranke angehen. 

Vor allem ist, unter (/) eine beliebige Richtung verst 2 y:iden. 


(30) 


df 

\^\ 

\~dï\ 


< 


■■ f j ( 7 ) dxf dy'dz', somit 

T 

/J 7 d^dy’d^ ^ 


Es sei B ein Punkt auf S, in dem x^ — x^ + y^ seinen Hôchstwert 
erreicht. Offenbar liegt B auf der Symmetrieebene ^ = 0. Die Schwer- 
kraft in B ist in das Innere von T gerichtet oder gleich Nirll. Die Zentri- 
fugalkraft in B ist darum gewiB nicht grôBer als die Anziehungskraft. 
Also ist 

fdvvi 


(31) 




i 


471 


'«(S' 


mithin 


Vgl. E. Schmidt, Bemerkungen zur Potentialtheorie, Schwarz-Festschrift, 
Berlin 1914, S. 365—383, insb. S. 368, 
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DaB sich auch für die ; 2 :-Koordinate der Punkte von T eine Schranke 
angeben làBt, hat zuerst Mazurkiewicz gezeigt. Der von ihm gefundene 
Wert ist sehr groB. Für Rotationsfiguren vom topologischen Typus 
einer Kugel, welche darüber hinaus die Eigenschaft haben, daB die 
Meridiankurve im Halbraume z>0 monoton verlâuft, fand Nikliborc 

(32) Max J? < 10 Max ï. 

In einer spâteren Arbeit [Über die Abplattung der homogenen Gleich- 
gewichtsfiguren gravitierender Flüssigkeiten IL, Math. Zeitschr. 36 
(1933), S. 655 — 676] beweist Nikliborc darüber hinaus, daB, wenn die 
2 :-Koordinate, als Ortsfunktion auf S aufgefaBt, ihr Maximum in einem 

JVIax 

Punkte der J 2 :-Achse erreicht, gewiB - < 5 ist. Irgendwelche weitere 

Voraussetzungen bezüglich S brauchen dabei nicht gemacht zu werden. 
Übrigens gilt das vorstehende Ergebnis nach Nikliborc auch für aile 
Rotationsfiguren vom Kugeltypus. 

5. Nichthomogene Flüssigkeiten. Wir gehen jetzt zu dem all- 
gemeineren Falle nichthomogener Gleichgewichtsfiguren über und be- 
merken vor allem, daB, wie sich durch eine wortgetreue Übertragung 
der auf S. 12 durchgeführten Überlegungen zeigen lâBt, auch jetzt der 
Schwerpunkt auf der Rotationsachse liegen muB. 

Wie in dem Vorstehenden bereits gelegentlich bemerkt, gilt der Satz 
von der Existenz einer Symmetrieebene unter geeigneten Voraus- 
setzungen, auch wenn es sich um eine Gleichgewichtsfigur einer rotieren- 
den nichthomogenen gravitierenden Flüssigkeit handelt^®. Dies wollen 
wir jetzt beweisen und legen unseren Betrachtungen die folgenden 
Voraussetzungen zugrunde. 

Der von der Flüssigkeit erfüllte Raumteil T besteht aus einer end- 
lichen Anzahl beschrânkter Gebiete die Punkte des Randes gemein- 
sam haben kônnen. Die Berandung jS eines jeden dieser Gebiete be- 
steht aus einer einfach oder zweifach zusammenhàngenden geschlos- 
senen, doppelpunktlosfn, stetigen Flâche von dem topologischen Typus 
einer Kugel bzw. einer Torusf lâche; aile y T haben ein bestimmtes 
Volumen im Sinne von Peano und Jordan. Die Dichte der Flüssigkeit / 
ist eine stetige, allenfalls abteilungsweise stetige Funktion des Ortes. Im 

2® Vgl. W. Nikliborc, Über die Abplattung der homogenen Gleichgewichts- 
figuren rotierender, gravitierender Flüssigkeiten, Math. Zeitschr. 84 (1931), S. 74 
bis 90. In einer vorausgegangenen Arbeit, Ein Satz über die Winkelgeschwindigkeit 
der Gleichgewichtsfiguren rotierender, gravitierender Flüssigkeiten, Math. Zeitschr. 

]VIax ^ 

81 (1929), S. 366 — 377 beweist Nikliborc u. a., daû œ mit der Abplattung 
gegen Null konvergiert. 

Vgl. L. Lichtenstein, Über eine Eigenschaft der Gleichgewichtsfiguren 
rotierender Flüssigkeiten, dereil Teilchen einander nach dem Newtonschen Gesetze 
anziehen. Math. Zeitschr. 28 (1928), S. 635 — 640. Die Betrachtungen des Textes 
bilden eine weiter gefaûte Darstellung der Entwicklungen dieser Note. 
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letzteren Falle lâBt sich T in eine endliche Anzahl Raumteile aerfâllen, 
so daB in jedem einzelnen die Dichte durchaus stetig ist. Es sei = Min/, 
und es môge 3)1/^ die Menge der Punkte in T mit 
der Dichte ^ bezeichnen. Offenbar ist jsSlf^ — T, Wir nehmen an, daB 3)1^^ 
ganz wie T beschaffen ist; also nimmt, wie man sich leicht überzeugt, 
die Dichte von auBen nach innen nicht ab. Ist /2 > A , so ist gewiB in 
enthalten. Ist 9!K/,— SDÎ/^, so sind die Werte der Dichte in dem offe- 
nen Intervall (A, A) in T nicht vertreten, die Dichte ist abteilungsweise 
stetig. In einem oder mehreren jeweils von zwei wie beschaffenen 
Flâchen begrenzten Gebieten in T, denen demnach ein bestimmtes Volu- 
men zukommt, und die keinen Punkt miteinander gemeinsam haben, 
kann die Dichte einen konstanten Wert haben. Ist A einer dieser Werte, 
so ist 501/, (/ 2 >A)- I^i^ Menge kann éin oder mehrere 

Homogenitâtsgebiete bilden oder sich auf einzelne Punkte oder ge- 
schlossene Linien reduzieren. SchlieBlich wird zunàchst wie auf S. 10 
angenommen, daB die Flüssigkeit und mit ihr zugleich das Achsenkreuz 
um die .sf-Achse wie ein starrer Kôrper gleichformig rotieren. Der AuBen- 
druck wird gleich Null vorausgesetzt. Es sei co die Winkelgeschwindig- 
keit, 

(33) xV{x,y,z)=x^f~ 

T 

das Gravitationspotential, 

(34) U{x,y,z) = xV{x,y,z)-\--^[x^->ry^) 

das Gesamtpotential der Einheitskràfte. Die für das (relative) Gleich- 
gewicht notwendigen und hinreichenden Bedingungen sind: 1, Der 
Ausdruck (34) hat auf jeder Flâche gleicher Dichte, die -nicht zu einem 
Homogenitâtsgebiete gehôrt, in den Homogenitâtsgebieten auf jeder 
Komponente ihrer Berandung einen konstanten Wert. 2. Der Druck p 
ist in T überall >0. Als Grenzfall kann immerhin in einzelnen Punkten, 
Linien oder Flâchenstücken p verschwinden. 

Es sei 5/ die Gesamtbegrenzung von 301/= F/, und es môge Zf die 
Gesamtheit der Mittelpunkte aller zur Rotationsachse parallelen Sehnen 
von S/ (/*^/^/*) bezeichnen. Wir nehmen (vgl. S. 12) an, daBiT/ aus 
einer endlichen oder abzâhlbar unendlichen Anzahl zv’^eidimensionaler 
Kontinuen besteht. Liegen nicht aile Zf auf einer und derselben Ebene, 
so gibt es mindestens einen in T oder auf S gelegenen Punkt Ço(^o» IVo» ^o)» 
der so beschaffen ist, daB Zq die obéré Grenze aller in Betracht kommen- 
den 2 :-Koordinaten ist und es Sehnen gibt, deren Mittelpunkt 2 :-Ko- 
ordinate hat, die um beliebig wenig kleiner als Zq ist. 

Es môge (%, yi,-?i), {X 2 ,y 2 >h)> - • irgendeine gegen (a?o, >' 0 ,-^ 0 ) 
konvergierende Folge von Sehnenmittelpunkten bezeichnen. Ihre End- 
punkte môgen entsprechend ^nd (4^^ >4^^) 
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(« = 1, 2, . . .) heiBen. Die Dichte in den beiden Punkten hat allemal den 
gleichen Wert, sie heiBe /„. Indem wir nôtigenfalls von der Folge 
(*«.yn.2«) zu einer geeigneten Teilfolge {x„^, y„^, {k — \,2, . . .) 
übergehen, kônnen wir erreichen, daB y«jt, 2»*) (^n*.yn*.4*) 

für etwa gegen {x^, yo.4“) und \x^, y#. 4®*) konvergieren. Zur 

Vereinfachung môge die neue Folge wieder mit (x„, y„, ^„) bezeichnet 
werden. Jetzt ist also 




lim 2 j,*’= 2 Ô®’, 


lim 2„ = ^o- 

n— ►CO 


Ist augenscheinlich auch = Zç^, Sonst ist 

= und die Dichte hat in 4^^ gleichen 

Wert, etwa 4; selbst ist der Mittelpunkt einer Sehne. Dieser Fall 
liegt gewiB vor, wenn {Xo,yQ,ZQ) in das Innere eines Homogenitàts- 
gebietes fâllt. Offenbar kann Sf^ von der Geraden x~Xq, y = yo 
auch noch in Punkten getroffen werden, deren ^-Koordinate <4^^ ist, 
keinesfalls aber auch noch in einem Punkte, dessen Abstand von 
der ;i;-y-Ebene >4^^ wâre. Der zuerst erwâhnte Fall zj^^^ = z^^^ = Zq , 
somit Zq auf S/^, kann, wie wir sogleich zeigen werden, nicht auf- 
treten, wenn fo<f* ist, die Schwerkraft in Çy nicht verschwindet 
und die Gerade x = Xo, y = yo die Flâche die, wie wir wissen, 
in Çq und seiner Umgebung nunmehr eine stetige Normale hat®®, 
nicht berührt. 

Es môge die Normale in Qq mit der ^-Achse einen von verschiedenen 

Winkel einschlieBen. Grenzt in {xq, yo»^o) i^icht (einseitig) an ein 
Homogenitàtsgebiet an, so ândert sich die Dichte in einer Umgebung 
des Punktes {Xq, yo»^o) i^ der Richtung der 2 :-Achse monoton, und es 
lâBt sich augerscheinlich für 4^^'— 4^^ eine positive untere Schranke 
angeben. Zu demselben Résultat gelangt man, wenn Sf^ in der Um- 
gebung von Qq an ein Homogenitàtsgebiet (einseitig) angrenzt. Ist also 

die Schwerkraft in Ço'^en Null verschieden, so muB = 0 sein. Ist aber 
in (xq, yoyZQ) die Schweî*kraft gleich Null, so gilt 


(35) 


du _ du _dU 

dx dy dz 


In beiden Fàlleu ist demnach mithin auch Die vor- 

stehenden Üherlegungen gelten sinngemâB auch in dem Grenzfall /q— /*, 
wenn 3K;* Gebiete enthâlt und (xq, yo, z^ dem Rande von 9Jl/* angehôrt. 
Fâllt aber (xq, y^, ^o) in einen isolierten Punkt, oder ein isoliertes Linien- 
stück von ÿJlf* hinein, so wird (35) gewiB in Qq erfüllt sein, sonst würde 


Vgl. oben S. 11. Dort handelt es sich um eine homogène Flüssigkeit, doch 
gelten jene Entwicklungen ohne jede Ânderung auch in dem jetzt betrachteten 
allgemeineren Falle. 
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die Gleichung U(x, y, z) = U(Xq, yQ, Zq) ein Flâchenstück definierên, das 
in Qq und einer Umgebung dieses Punktes eine stetige Normale batte, 
und Qq batte nicbt die vorausgesetzte singulàre Lage. 

Entweder ist also (xq, Zq) Mittelpunkt einer Sebne von oder 
d V 

es ist in {xq, yo^z^) gewiB Beide Annabmen fûhren zu einem 

Widersprucb. Dies lâfit sich, wie wir sogleicb zeigen werden, durcb eine 
sinngemâBe Erweiterung der vorbin in dem speziellen Falle bomogener 
Flüssigkeiten durcbgeführten Überlegungen erweisen. 

Wie man leicbt sieht, ist 


r 

(36) F(;.o.yo,^o)=/*Jv+J^/jT’ 


/* Tf 


sowie 


J 

(37) 5,^ F(,., (i) + J ,i/ Jl- (ly,. 


/* Tf 


Es seien Df bzw. D Projektionen von Sf bzw. S auf die Ebene z = 0. 
Es gilt dann 

j-k (v) J-â-, (t) ‘^yjïï. (7) 

Tf Df Df 


die Intégration nach < 2 : über aile Intervalle z' ^z ^ 2 ", welche die Parallèle 
zu der ^-Achsc durcb den Punkt (x, y) in Df mit Tf gemeinsam bat, er- 
streckt gedacht. Das über Df erstreckte Intégral ist im allgemeinen als 
ein Intégral im Lebesgueschen Sinne aufzufassen. 

Es gilt jetzt weiter in ausführlicherer Schreibweise wie auf S 14. 


(39) 

(40) 



Df 

D 







Beachtet man, daB Zq die obéré Grenze der Mittelpunkte der wiederbolt 
genannten vertikalen Sehnen bildet und es Sehnen gibt, deren Mittel- 
punkt tiefer als z^ liegt, so sieht man, daB die Integralausdrücke (39) 
und (40) ^0 sind und das Zeicben < tatsâchlicb auftritt. Aus (37), (39) 

und (40) folgt nunmehr, wie man leicbt sieht, Zo) <0. Aus 

Gründen der Stetigkeit kann es nàmlich nicbt vorkommen, daB die 
Sehnen, denen in (39) und (40) das Zeicben *< entspricht, zu (37) ins- 
gesamt den Beitrag Null liefern. Wir sind zu einem Widersprucb ge- 
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langt. In einer ganz àhnlichen Weise lâBt sich in Nachbildung der 
auf S. 13 geführten Überlegungen zeigen, daB auch der andere noch 
môgliche Fall auf einen Widerspruch führt. Damit ist unser Beweis zu 
Ende. Es giht eine auf der Rotationsachse senkrechte Symmetrieebene. 
Sie enthâlt augenscheinlich den Schwerpunkt. Die Rotationsachse ist 
eine Haupttrâgheitsachse des Systems. Durch die vorstehenden Über- 
legimgen ist des weiteren gezeigt, daB Sf mit keiner Parallelen zu der 
jj-Achse mehr als zwei Punkte gemeinsam haben kann^^. Besteht die 
Flüssigkeit aus mehreren Einzelmassen, so liegen diese nebeneinander, 
nicht übereinander. Dies besagt, daB keine zu der .^-Achse parallèle 
Gerade mehr als eine Flüssigkeitsmasse trifft. 

Es môge sich insbesondere um eine wie vorhin beschaffene Flüssig- 
keitskonfiguration im Ruhezustande handeln. Jetzt kann jede durch 
den Schwerpunkt hindurchgehende Gerade als Rotationsachse auf- 
gefaBt werden. Kein (beliebig gerichteter) Strahl kann 5/ in mehr als 
zwei Punkten treffen; Tf bilden eine Schar ineinander geschachtelter, 
von einer einzigen konvexen Flâche Sf begrenzter Gebiete. Jede den 
Schwerpunkt enthaltende Ebene ist eine Symmetrieebene des Systems. 
Damit ist bewiesen, dafi jede Gleichgewichtsfigur, die unsere Voraus- 
setzungen erfüllt und dem Ruhezustande der Flüssigkeit entspricht, aus 
einem System konzentrischer Kugelschalen besteht, 

Wir kehren jetzt zu rotierenden, wie vorhin (S. 22—23) beschaffenen 
nichthomogenen Flüssigkeiten zurück und beweisen, daB, wie in dem 
besonderen Falle einer homogenen Flüssigkeit (S. 19), die Schwerkraft 
nur in den Punkten der Symmetrieebene verschwinden kann^^. Es sei 
{x, y, z) irgendein Punkt in T oder auf S, und es môge etwa ^ >0 sein. 
Es sei / der^ grôBte Wert der Dichte mit der Eigenschaft, daB Tf für 
/</ Punkte enthâlt, deren z-Koordinate >z ist. Der oberhalb der 
Ebene Z = ^ gelegeneXeil des Kôrpers Tf [f <f) heiBe 0^, sein Spiegel- 
bild in bezug auf diese Ebene heiBe 0J. Die Komponente der An- 
ziehungskraft des Kôrpers 0^ + 0/, den wir uns vorübergehend mit 
homogener Masse dér Dichte 1 erfüllt denken, im Punkte Çx, y, z) 
in der Richtung der z-Achse ist aus Symmetriegründen gleich Null. 
Die in gleicher Richtung genommene Komponente der Anziehung 
des Kôrpers Tf—0f—0) (die Dichte wieder =1 gesetzt) ist hingegen 
sicher <0, weil dies bereits für jedes ihrer Elemente zutrifft. Dies 
gilt ailes für /</. Ist aber /^/, so hat, wie man sofort sieht, die 
Anziehung des Kôrpers Tf gewiB eine nicht verschwindende Kom- 

Übrigens auch nicht streckenweise zusammenfâllt. Im letzteren Fall wâre 

dV 

in gewissen oberhalb der Symmetrieebene gelegenen Punkten — = 0, was nicht 
angeht. ^ 

Vgl. L. Lichtenstein, Astronomie und Mathematik in ihrer Wechselwirkung, 
Leipzig 1923, S. 72—73. 
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ponente in der Richtung abnehmender z. Ans der Formel '(37), in 
der diesmal (^o^yo^^o) (i, ÿ, "i) zu ersetzen ist, folgt nunmehr 

ohne weiteres, daB die Schwerkraft in der Tat nur in den Punkten der 
Symmetrieebene verschwinden kann. Offenbar ist U{x, y, z), als Funk- 
tion von z aufgefaût, für z>0 monoton abnehmend. Ist die Dichte, wie 
vorhin vorausgesetzt, stetig, allenfalls abteilungsweise stetig, so sind 

die Niveauflâchen U{x, y, z) z=:xV{x, y, z) + ^ + y^) = Const., da 

V {x, y, z) gewiB stetige, der jfî-Bedingung genügende Ableitungen erster 
Ordnung bat, für ^ + 0 jedenfalls Flâchen der Klasse Ah. Singularitâten 
(Kanten, kdrperliche Ecken, konische Punkte), in denen die Schwer- 
kraft verschwinden muB, kônnen nur in der Symmetrieebene in T oder 
auf S vorkommen. 

Wie Herr Wavre zuerst bemerkt hatte, gilt der vorstehende Satz 
ohne jede Ànderung, auch wenn es sich um eine in stationàrer Bewegung 
begriffene, topologisch wie vorhin beschaffene Masse einer’ nichthomo- 
genen Flüssigkeit handelt, deren Teilchen um die <s:-Achse gleichfôrmig 
rotieren, sofern die Winkelgeschwindigkeit co = co(ï^) {x^ — x^ + y^) 
gesetzt werden kann^^. 

Für (34) tritt diesmal 

(41) U{x, y, z) = xV(x, y, z) + 0{x^) 
ein. 

Kehren wir noch für einen Augenblick zu einem wie ein starrer Korper 
rotierenden nichthomogenen Flüssigkeit skôr per T zurück und machen 
bezüglich der Dichte, auBer den vorhin getroffenen Festsetzungen, noch 
die weitere Annahme, / niôge in jedem Stetigkeitsbereich einer Hôlder- 
schen Bedingung genügen. Geht man die Betrachtungen auf S. 18 noch 
einmal aufmerksam durch, so findet man, daB für co^>27ïx /mex 
F lüssigkeit durch weg Zugspannungen herrschen. GewiB muB also darum 
sein. Diese Bedingung genügt freilich noch nicht dafür, 
daB in T überall sich ^^0 ergibt. Dies trifft, wie man sich leicht über- 
zeugt, gewiB zu, wenn œ^<27tx 
Nach Crudeli und Nikliborc muB 

(42) 

sein^^. Besteht T aus mehreren Einzelmassen, so kann man dafür 
schârfer 

(43) CD^ ^ Min 


Vgl. R. Wavre, loc. cit. S. 35 — 39. Wie vorhin (S. 15) bemerkt, hat die 
Flüssigkeitskonfiguration diesmal Rotationssymmetrie um die «s'-Achse. 

Vgl. U. Crudeli, Su la velocità angolare dei,fluidieterogenei, rotanti, limitât! 
da figura di equilibrio, Atti délia Acc. dei Lincei 19 (1910), 2, S, 41 — 43; 
W. Nikliborc, loc. cit. 26, S. 793. 
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setzen, wo diesmal unter /^ax der Hôchstwert der Dichte in einer Einzel- 
masse verstanden . wird. 

Und nun zum SchluB eine isoperimetrische Eigenschaft der Gleich- 
gewichtsverteilung. 

Unter allen von einer endlichen Anzahl Stücke analytischer und 
regulârer Flàchen begrenzten einfach zusammenhângenden Kôrpem T 
gleichen Volumens ist der Kugelkôrper dadurch ausgezeichnet, daB für 
diesen das Intégral 

(44) jjjdrdz' {r^ = {x - xff -{■ {y — y'f (z — 

T T 


den grôBten Wert annimmt. — Denkt man sich die betrachteten Kôrper 
gleichen Volumens mit homogener, der Newtonschen Anziehung unter- 
worfener, ruhender Masse erfüllt, so besagt der vorstehende Satz, daB 
dem Kugelkôrper das absolute Minimum der Energie 


(45) 



dx dx* 


entspricht. Dieser zuerst von Liapounoff bewiesene Satz ist spâter in 
Anlehnung an gewisse Resultate von Blaschke in einer sehr einfachen 
Weise von T. Carleman bewiesen worden®^. 

Eine analoge Minimumeigenschaft gilt auch für nichthomogene 
Flüssigkeiten. 

Es sei T irgendeine Verteilung nichthomogener Flüssigkeit von der 
vorhin (S. 22 — 23) betrachteten Art, imd es môge diesmal der Einfach- 
heit halber Sf allemal aus einer endlichen Anzahl Stücke analytischer 
und regulârer Flâchen bestehen. Unter allen Konfigurationen F, die 
überdies so beschaffen sind, daB die Volumina aller Raumteile Tf 
vorgeschriebene Werte haben, ist die besondere Verteilung, bei der die 
Kôrper Tf sâmtlich konzentrische Kugeln sind, dadurch ausgezeichnet, 
daB ihr das Minimum der Energie 


entspricht 



dx dx' 


Vgl. W. Blaschke, loc. cit. T. Carleman, loc. cit. Der Einfachheit halber 
wird hier die Begrenzung der Vergleichskôrper als ,,abteilungsweise analytisch" 
angenommen. Der Satz gilt selbst unter wesentlich allgemeineren Voraussetzungen. 
Man vergleiche die vorgenannte Arbeit von Carleman und die die klassische iso- 
perimetrische Eigenschaft der Kugel betreffende Abhandlung von W. Groû, Die 
Minimaleigenschaft der Kugel, Monatshefte f. Math, und Physik 28 (1917), S. 77 
bis 97. 

Vgl. L. Lichtenstein, Über eine isoperimetrische Aufgabe der mathemati- 
schen Physik, Math. Zeitschr. 8 (1919), S. 8—10. 



Geschichtliches. 


29 


Drittes Kapitel. 

Neue Gleichgewichtsfiguren in der 
Nachbarschaft einer gegebenen 
Gleichgewichtsfigur. 

Homogène Flüssigkeiten. 

6. Geschichtliches. Wie wir wissen (vgl. 3), zweigt von einem ganz 
bestimmten zu dem Werte co' der Winkelgeschwindigkeit gehôrigen 
Maclaurinschen Ellipsoide die lineare Reihe Jacobischer Ellipsoïde ab. 
Es liegt nun die Frage nahe, ob es nicht auch andere Maclaurinsche 
Ellipsoide gibt, in deren Nachbarschaft neue von den Rotations- 
ellipsoiden verschiedene homogène Gleichgewichtsfiguren existieren. 
Ein ganz analoges Problem kann man bezüglich der lineareh Reihe der 
Jacobischen Ellipsoide stellen. 

Einem Bericht von Liapounoff (vgl. loc. cit. a) S. 1) zufolge war 
es wohl Tschebyscheff, der als erster Problème dieser Art ins Auge faBte. 
Insbesondere fesselte sein Interesse die konkrete Frage, ob es in der 
Nachbarschaft desjenigen Rotationsellipsoids, das zu dem Hôchstwert co" 
der Winkelgeschwindigkeit gehôrt, neue, womôglich zu einem Werte 
coXo" der Winkelgeschwindigkeit gehôrige Gleichgewichtsfiguren gibt. 
Er legte sie verschiedenen russischen Mathematikern, darunter auch 
Liapounoff vor. In seiner im Jahre 1884 erschienenen, in russischer 
Sprache abgefaBten Dissertation, Sur la stabilité des figures ellipsoïdales 
d'équilibre d'un liquide animé d'un mouvement de rotation®^, zeigt 

Liapounoff, daB einer j eden natürlichen Zahl n>2 E ^ algebraische 

Flâchen von der Ordnung n zugeordnet werden kônnen, die in erster 
Approximation die bekannten Gleichgewichtsbedingungen erfüUen. Eine 
von diesen angenâherten Gleichgewichtsfiguren liegt in der Nachbar- 
schaft eines Jacobischen Ellipsoids, die übrigeü sind gewissen Mac- 
laurinschen Ellipsoiden benachbart. Natürlich kônnen aus der Betrach- 
tung einer ersten Nâherung keinerlei bündige Schlüsse auf die Existenz 
neuer nichtellipsoidaler Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft der 
Flüssigkeitsellipsoide gezogen werden. Und so brachte weder die be- 
kannte, zwei Jahre nach dem Erscheinen der ersten Untersuchungen 
von Liapounoff verôffentlichte Abhandlung von Poincaré®®, in der 

Diese Abhandlung ist spâter in franzôsischer, von Davaux besorgter Über- 
setzung in den Annales de Toulouse (2) 6 (1904), S. 5 — 116 erschienen. 

Vgl. H. Poincaré, Sur l’équilibre d’une masse fluide animée d’un mouvement 
de rotation. Acta Mathematica 7 (1885), S. 269 — 352, erschienen 1886, sowie die 
dieser Hauptarbeit vorausgegangenen Noten Comptes rendus 100 (1885), S. 1068 
bis 1070 und Comptes rendus 101 (1886), S. 307 — 309. 
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ebenfaJis nur mit der ersten Annâherung operiert wird, noch dessen spâ- 
tere Schrift, Sur la stabilité des figures pyriformes affectées par une 
masse fluide en rotation, Philosophical Transactions (A, Bd. 198 (1902), 
S. 333 — 373), in der eine zweite Nàherung herangezogen wird, einen 
wirklichen Beweis der Existenz der fraglichen Gleichgewichtsfiguren. — 
Das Problem blieb zwanzig Jahre in der Schwebe, und erst die im Jahre 
1903 wieder einsetzenden umfangreichen Veroffentlichungen von 
Liapounoff brachten die Entscheidung. Sie enthalten nicht allein einen 
strengen Existenzbeweis der wiederholt genannten Gleichgewichts- 
figuren in der Nachbarschaft der Flüssigkeitsellipsoide, sondern darüber 
hinaus auch noch die Béant wortung verschiedener Fragen, die mit der 
Stabilitât sowohl der Flüssigkeitsellipsoide selbst als auch der von ihnen 
abzweigenden neuen Flüssigkeitsgestalten zusammenhângen^^ 

Wir werden uns weiter unten mit der allgemeineren Frage der 
Existenz neuer homogener oder nichthomogener Gleichgewichtsfiguren 
in der Nachbarschaft einer gegebenen homogenen oder heterogenen 
Gleichgewichtsfigur beschâftigen und dem Existenzbeweis ein allgemein 
gültiges Verfahren der sukzessiven Approximationen zugrunde legen. In 
dem unmittelbar Folgenden wollen wir in aller Kürze die Méthode und 
die Ergebnisse von Liapounoff, soweit sie die Existenz homogener 
Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft der Flüssigkeitsellipsoide 
betreffen, skizzieren. Auf heterogene Flüssigkeitskôrper werden wir 
weiter unten zu sprechen kommen. Wir schlieBen uns in dem, was folgt, 
an die Bezeichnungsweise von Liapounoff an. 

Es môge sich um eine in gleichfôrmiger Rotation mit der 


Vgl. A. Liapounoff, a) Sur un problème de Tschébycheff, Mém. de Tacad. 
des sciences de Pétersbourg 17 (8. Reihe), Nr, 3 (1905), S. 1 — 31; b) Sur les figures 
d’équilibre peu differentes des ellipsoïdes d’une masse liquide homogène, douée 
d’un mouvement de rotation. partie. Étude générale du problème (1906), 
S. 1 — 225; c) Ilième partie. Figures d'équilibre dérivées des ellipsoïdes de Maclaurin 
(1909), S. 1 — ^202; d) partie. Figures d’équilibre dérivées des ellipsoïdes de 

Jacobi (1912), S. 1 — 227; e) partie, Nouvelles formules pour la recherche des 

figures d'équüibre (1914)? S. 1—112. 

Den in ^9 genannten Arbeiten sind die beiden Abhandlungen a) Recherches 
dans la théorie de la figure des corps célestes, Mém. de l’acad. des sciences de 
Pétersbourg 14 (8. Reihe) Nr. 7 (1903), S. 1 — 37, und b) Sur l’équation de Clairaut 
et les équations «plus générales de la théorie de la figure des planètes, 15 (8. Reihe) 
Nr. 10 (1904), S. 1 — 66 vorangegangen. Sie beschâftigen sich mit der Figur der 
Erde, betreffen demnach eine nichthomogene Gleichgewichtsfigur rotierender 
Flüssigkeiten. Der in Aussicht genommene Konvergenzbeweis ist a. a. O. zum Teil 
nur angedeutet. Die beiden nach dem Tode von Liapounoff verôffentlichten Ar- 
beiten, Sur certaines séries de figures d’équilibre d’un liquide hétérogène en ro- 
tation, 1 ère partie, Académie des sciences de l’Union des RSS. 1925, S. 1 — 224; 
Ilième partie, ebenda 1927, S. 225 — 441 beschâftigen sich mit nichthomogenen 
Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft der Flüssigkeitsellipsoide. Die Schwan- 
kung der Flüssigkeitsdichte liegt dabei unterhalb einer gewissen hinreichend kleinea 
Schranke. 
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Winkelgeschwindigkeit co begriffene homogène Flüssigkeitsmasse der 
Dichte k handeln. Wir wâhlen die Rotationsachse zur -Sf-Achse eines mit 
dem Flüssigkeitskôrper fest verbundenen Achsenkreuzes und bezeichnen 
mit / die GauBsche Attraktionskonstante, mit nkfU das Gravitations- 
potential im Punkte [x,y,z). Wie wir wissen, kann die notwendige 
und hinreichende Bedingung für das relative Gleichgewicht so gefaBt 
werden: auf der Oberflàche der Flüssigkeit soll der Ausdruck 

(1) (7+e(**+,-), 

überall den gleichen Wert haben. 

Es sei nun ein Maclaurinsches oder Jacobisches Ellipsoid mit den 
Halbachsen y^+ï, iq + q (^^1), das zu dem Werte von Q 
gehdrt, gegeben. Wir schreiben die Gleichungen der Flüssigkeitsober- 
f lâche in Parameterdarstellung in der Form 

(2) yp + l sinôcos^, y = ÿ sin 6 sin ^==/^cos6 

und fragen, ob es nicht in der Nachbarschaft unseres Ellipsoids eine zu 
dem Werte ü — Qç^ + ri gehorige Gleichgewichtsfigur gibt, deren Ober- 
flâche durch die Gleichungen 

= y^ -j- ^ -J- ï sin 6 cos ^ , y = y ^ + C + ^ sin 6 sin y) , 

(3) 

y ^ + C cos 6 

charakterisiert sei. Hierin bezeichnet C cine von 6 und \p sowie von 
einem mit rj zugleich verschwindenden Parameter k abhângige Funktion, 
die für gleichmâBig gegen Null geht. Die Gleichgewichtsbedingung 
nimmt jetzt die Form an: auf der Oberflàche ist 


(4) U + (I?o+ V) (q + cos^y) + q sin^yj + C) sin^ d — Const. 


Liapounoff setzt nunmehr voraus, daB es zwei Werte l und g mit 
/4-g<l gibt, so daB 


(5) 


C 

Q 


</, 


2 O 12 (1 — cos (p) 




cos (p = cos 6 cos 0' + sin 6 sin 0' cos {y) — y)') 


gilt und beweist, daB sich U alsdann in eine für aile 0 und y) unbedingt 
und gleichmâBig konvergente Reihe 


(6) 


U=U„+U^ + U^+ 


unter einen bestimmten Integralausdruck n-ten Grades in C ver- 
standen, entwickeln lâBt. Es gilt 


~ lim ^ .r/ixYw 

" 271 i! (î+1)! 

U < Q 


du*dv^j D(u,vj 


d(/ 



e 


( 7 ) 
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Hieriil bezeichnet D (w, v) den Abstand der Punkte 

/«+ 1 sinfl cos^, + ÿ sinÔ sin^, y^cosO, 

^ 8 ) 

yî; + 1 sinô'cosY^', ^jv + q sinô'siny', '^vcosd\ 

do' ist das Flâchenelement der Einheitskugel, femer ist zur Abkürzung 

^(v)=yt»(v+i)(î'+?), 

H {i\ 0\ \p^) — v(v + q) sin2fl'cos2^'+ + 1) sin^ô'sin^^' 

+ (?;+ 1) + q) cos^ô' 

gesetzt worden. Das Summenzeichen erstreckt sich über aile der Folge 
0, 1, . . (w —1) angehorigen Werte von i und j mit t + / = w — 1. 

Setzt man in (4) für U den Ausdruck (6) ein und beachtet man, daB 
auf (2) 

( 10 ) f/o + jQq (^ + cos^ xp + q sin^ xp) sin^ d — Const . 


gilt, so erhàlt man zur Bestimmung von f die Beziehung 

(11) i?HC-^J^-- = 4^+C (C konstant) 

mit 

W—ri{Q-\- cos^xp + q sin^xp + C) sin^ 6 + C/g -f {/j + . . . , 


00 a 

R^e Ç dt _ e C 
2jMW“2j 


/‘J ' t (t -j-i) (t -f q) 




H — H{q,6,xp) = q{q + q) sin^Ocos^xp + ^ (^ + 1) sin^ 6 sin^^ 


+ (^ + 1 ) (^ + q) cos2 6, H'=H(Q,e\xp'). 


In (11) bezeichnet D in naheliegender Weise den Abstand der durch die 
Werte d,xp bzw. d\ xp' der Parameter charakterisierten ' Punkte des 
Ellipsoids. Nunmehr setzt Liapounoff 

(13) C = Ci>c + C2^^ + Cz^^+ >c = \rj\^, 

c 

unter A eine natürliche Zabi verstanden, und findet, daB sich eine 
Lôsung allemal in dieser Form darstellen làBt. Eine ins einzelne gehende 
Diskussion, die sich auf aile Maclaurinschen und unendlichviele Jacobi- 
sche Ellipsoïde erstreckt, zeigt ferner, daB A gleich 1 oder 2 gesetzt werden 
kann. In einer 1909 verôffentlichten kürzeren Abhandlung, Sur une 
classe de figures d'équilibre d'un liquide en rotation, Annales de l'École 
Normale (3) 26 (1909), S. 473 — 483, gelingt Liapounoff der Nachweis, 
daB es keine weiteren Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft der 
Flüssigkeitsellipsoide gibt, die in der Form (3), (13) darstellbaren Ge- 
stalten somit die Gesamtheit aller in Betracht kommenden Flüssigkeits- 
kôrper ausschôpfen. Was die Funktionen Ci, C2» C3» • • • betrifft, so wird 
angenommen, daB sie stetige partielle Ableitungen in bezug auf 6 und xp 
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haben, und daB es drei für hinreichend kleine Werte von | | konvergente 
Reihen mit positiven Gliedern 


+ . . . , giîHr + - 

hyX + + ^ 3 ^® + • • • 


gibt, so daB j jsin6 

genannte Eigenschaft hat zur Folge, daB 


1 

sind dy) 


<hi gilt. Die zuletzt 


de ~ de ^ de 


1 


1 dCr. 


sinô dy) sind dtp 


1 2 
sind dy) ^ ' 


gesetzt werden kann und die unendlichen Reihen rechter Hand für hin- 
reichend kleine \x\ gleichmàBig konvergieren. 

Unter diesen Voraussetzungen lâBt sich nach Liapounofbauch W in 
eine nach Potenzen von k fortschreitende Reihe von der Form 


W=W^x + W2X^ + W^x^+.,. 

entwickeln, und die Fundamentalbeziehung (11) lôst sich in eine Folge 
linearer Integralgleichungen 

(15*) - = -2 (c„ konstant) 

auf, in denen 

0 für A>1, 

(^ + f^-r ç sin^ ip) sin ^ 6 für A = 1 , rj>0, 

, — 4- cos2 ^ ÿ sin^ tp) sin^ d für / = 1 , ^ <0 

ist, Wn{n>\) aber eine bekannte Funktion von Ci> C 2 > • • f»-i ^^ir- 
stellt. Die Gleichungen (15*) gestatten die sukzessive Berechnung der 
GrôBen Ci » <^2 » • • • • werden von Liapounoff durch Reihenentwick- 
lungen nach geeigneten Laméschen Funktionen, d. h. im wesentlichen 
nach dem zu der Integralgleichung 

gehôrigen vollstândigen Orthogonalsystem, unter Berücksichtigung ge- 
wisser Normierungsforderungen, gelost. Liapounoff beweist die Kon- 
vergenz der unendlichen Reihen (13) und (15), indem er geeignete 
Majorant enreihen konstruiert. Eine eingehende Diskussion zeigt, daB 
nur, wenn die zu (11) gehôrige homogène Integralgleichung auBer den 
stets vorhandenen ,,trivialen“ Lôsungen eine oder mehrere nichttriviale 
Lôsungen hat, das Verfahren neue, von den Flüssigkeitsellipsoiden ver- 
schiedene Gleichgewichtsfiguren liefert. Dies trifft, wie Liapounoff schon 
in seiner Dissertation, in der es sich nur um die erste Nâherung handelte, 

Lichtenstein, Gleichgewichtsfiguren. 3 
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zeigte, für abzâhlbar unendlichviele, durch bestimmte Werte der 
Achsenverhàltnisse charakterisierte (singulâre) Maclaurinsche ' und 
Jacobische ElIipsoi<ie zu. Die spâtere vollstândige Diskussion zeigte, daB 
die Entwicklungen, in denen diesmal A = 2 zu setzen ist, wenn von zwei 
Ausnahmef allen abgesehen wird, tatsâchlich zu neuen, nicht ellipsoidi- 
schen Gleichgewichtsfiguren führen. Auszunehmen sind die beiden zu 
den Werten co' und co" gehôrigen Maclaurinschen Ellipsoide als Aus- 
gangsfiguren. Sie sind singulâre Ellipsoide, die zugehôrige Integral- 
gleichung (11) hat nichttriviale Nullôsungen, und doch zweigt von ihnen 
keine lineare Reihe neuer, d. h. von den Ellipsoidkôrpern verschiedener 
(reeller) Gleichgewichtsfiguren ab. 

Die Entscheidung darüber, ob von einem singulâren Ausgangs- 
ellipsoid, d. h. einem Ellipsoid, das so beschaffen ist, daB die zugehôrige 
homogène lineare Integralgleichung w ^ 1 ,,nichttriviale“ Nullôsungen 
hat, lineare Reihen neuer (reeller) Gleichgewichtsfiguren ausgehen, 
hângt mit der Diskussion eines Systems von m endlichen Gleichungen, 
den sogenannten ,,Verzweigungsgleichungen‘' zusammen (vgl. S. 62). 
Diese Diskussion, die im allgemeinen recht umstândliche Rechnungen 
erfordert, ist von Liapounoff für aile singulâren Rotationsellipsoide und 
unendlichviele singulâre dreiachsige Ellipsoide in allen Einzelheiten 
durchgeführt worden. Die fundamentale Beziehung (11) ist eine nicht 
lineare Integralgleichung, die sich formai der einige Jahre spâter von 
Erhard Schmidt in einer bekannten Abhandlung behandelten um- 
fassenden Klasse nichtlinearer Integralgleichungen subsumiert^^. Frei- 
lich stellt in der Liapounoffschen Beziehung (11), die wir in der Form 

RH^ - ^ -^W~C = 0 

schreiben wollen, die linke Seite nur formai eine ,,Integralpotenzreihe“ 
dar, und zwar, weil die Konvergenz der unendlichen Reihe W wesent- 
lich an die Existenz stetiger, dem absoluten Betrage nach hinreichend 
kleiner partieller Ableitungen von C in bezug auf geeignete GauBsche 
Parameter der Flâche gebunden ist. Die Beziehung (11) ist darum eher 
als eine Integro-Differentialgleichung anzusprechen (vgl. S. 46). Das Ver- 
fahren von Liapounoff ist, wenn von der soeben erwâhnten Komplikation 
abgesehen wird, mit dem Schmidtschen im Grunde identisch. Auch die 
an die Diskussion der Verzweigungsgleichungen geknüpften funktionalen 
Verzweigurigen, die bei Liapounoff die Hauptrolle spielen, finden sich 
von ihm bereits in den Jahren 1905 und 1906 in allen Einzelheiten an- 

Vgl. E. Schmidt, Zur Théorie der linearen und nichtlinearen Integralglei- 
chungen, III. Teil. Über die Auflôsung der nichtlinearen Integralgleichungen und 
die Verzweigung ihrer Lôsungen, Math. Annalen 65 (1908), S. 370 — 399. Siehe auch 
meine Monographie, Vorlesungen über einige Klassen nichtlinearer Integralglei- 
chungen und Integro-Differentialgleichungen nebst Anwendungen, Berlin 1931, 
S. 1—42. 
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gegeben. DieseFeststellungen schmâlem nicht die groBen Verdienste der 
um zweibis drei Jahrespâtererschienenen SchmidtschenUntersuchungen ; 
denn die Arbeiten von Liapounoff blieben lange Zeit nun wenig bekannt 
und sind auch heute nur mit groBer Mühe lesbar. Dies hângt mit der in 
der Gesamtanlage begründeten, ungemein schwerfâlligen Darstellung 
von Liapounoff zusammen, die mit einer hohen Meisterschaft in Durch- 
führung von Einzelrechnungen keinesfalls in Widerspruch steht. Liapou- 
noff s Darstellung ist rein analytisch, die zugrunde liegenden geometrischen 
Bilder treten kaum unmittelbar in die Erscheinung. Da auch die Théorie 
der linearen Integralgleichungen nicht benutzt wird, so erweist sich das 
Ganze der hôchst wertvollen Liapounoffschen Untersuchungen leider 
als sehr unübersichtlich. SchlieBlich hat Liapounoff in der Sorge um die 
Durchführung der zahllosen an sein Problem sich knüpfenden Einzel- 
heiten sich nicht darum bemüht, den allgemeinen Gedanken, auf dem 
seine Existenzbeweise beruhen, unabhàngig von dem speziePen Problem 
der Gleichgewichtsfiguren rotierender Flüssigkeiten herauszuarbeiten. 

Herr Schmidt hat den Zusammenhang seiner Théorie mit der Théorie 
rotierender Flüssigkeiten sehr wohl erkannt, nennt er doch in der Ein- 
leitung zu seiner Abhandlung das Auftreten von Bifurkationen in der 
Nachbarschaft gewisser Gleichgewichtsfiguren als ein Beispiel von 
funktionalen Verzweigungen (vgl. loc. cit. S. 371). Diese Behauptung 
bedarf insofern einer Einschrânkung, als es sich diesmal um Integral- 
potenzreihen mit nicht beschrânkten Kernen, deren Konvergenz an die 
Differentiierbarkeit der zu bestimmenden Funktionen gebunden ist, han- 
delt und der Konvergenzbeweis nicht ohne weiteres in der von Schmidt 
angegebenen Art und Weise durchgeführt werden kann (vgl. S. 53ff.). 

Wir haben uns vorhin etwas eingehender mit den Ergebnissen von 
Liapounoff beschâftigt. Die gleichen Resultate findet Poincaré in seiner 
eingangs genannten groBen Arbeit durch eine kühne Übertragung der 
an einem System mit einer endlichen Anzahl von Freiheitsgraden ge- 
wonnenen Ergebnisse auf eine rotierende Flüssigkeitsmasse. Von der 
Anschauung geleitet, man dürfe in der Mechanik angesichts der Schwie- 
rigkeit der Problème nicht dasselbe MaB an Strenge wie in der Analysis 
fordern, bedient sich Poincaré im weiten Umfange heuristischer Über- 
legungen und gelangt darum nur vereinzelt zu voll begründeten SchluB- 
folgerungen. Die geschichtliche Bedeutung dieser Untersuchungen ist 
angesichts der vielen von Poincaré aufgeworfenen neuen Problème und 
der starken, von ihm ausgehenden suggestiven Wirkung trotzdem sehr 
hoch anzuschlagen. Auch heute beherrschen ungeachtet der vôUig ein- 
wandfreien exakten Liapounoffschen Ergebnisse die Poincaréschen 
heuristischen Methoden, denen nur schwer ein halbwegs überzeugender 
Sinn unterzulegen ist, das Feld, sobald von Gleichgewichtsfiguren in 
der Nachbarschaft der Flüssigkeitsellipsoide die Rede ist. Wir werden 
im folgenden nicht selten Gelegenheit haben, auf die Poincaréschen 

3 * 
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Fragestellungen einzugehen, unsere Darstellung dürfte aber kaum von 
ihm irgendwie methodisch beeinfluBt erscheinen. 

Wâhrend Liapounoff sich durchaus auf die Untersuchung neuer 
Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft der EUipsoide konzentriert, 
hat Poincaré einen allgemeinen Satz über die Existenz neuer Flüssigkeits- 
gestalten in der Nachbarschaft einer beliebigen Gleichgewichtsfigur 
postuliert; seine mehr ins Einzelne gehenden Betrachtungen betreffen 
freilich doch in erster Linie jene Liapounoff schen Flüssigkeitskôrper. 
Das vorliegende dritte Kapitel bringt in seinen weiteren Ausführungen 
eine voUstàndige Behandlung des Poincaréschen Problems. Den Aus- 
gangspunkt bildet eine Integro-Differentialgleichung, die als eine Ver- 
allgemeinerung der Liapounoffschen Fundamentalbeziehung (11) auf- 
gefaBt werden kann. Die Darstellung ist mehr geometrisch orientiert 
imd gestattet darum, die inner.en Zusammenhânge, die bei Liapounoff 
zum Teil vQrborgen bleiben, viel leichter zu überblicken. Der Auflôsung 
liegt ein Verfahren der sukzessiven Approximationen zugrunde. Der 
Konvergenzbeweis gestaltet sich dank einer ausgiebigen Benutzung der 
Fredholmschen Théorie linearer Integralgleichungen sowie gewisser neu- 
artiger potential- und funktionentheoretischer Hilfsmittel ganz wesent- 
lich einfacher als bei Liapounoff, obwohl es sich diesmal um allgemeinere 
Betrachtungen als bei ihm handelt. Auch bietet sich jetzt die Môglich- 
keit, in manchen Fâllen die Existenz einer Gleichgewichtsfigur in der 
Nachbarschaft einer Flüssigkeitskonfiguration, die nur in einer ersten 
Nâhenmg die Gleichgewichtsbedingungen erfüllt, zu erbringen (vgl. das 
fünfte Kapitel). 

Unmittelbar von Poincaré beeinfluBt sind die Arbeiten von Darwin 
und Schwar 2 ^schild. 

7. Problemstellung. Die fundamentale Integro-Differentialglei- 
chung In dem Raume der kartesischen Koordinaten y, z sei eine 
aus q (^l) Einzelmassen deren Gesamtheit T heiBen môge, be- 
stehende Gleichgewichtsfigur rotierender Flüssigkeiten gegeben. Die 
Flüssigkeitsdichte habe in jedem Einzelgebiet einen konstanten 
Wert fj, der übrigens von Gebiet zu Gebiet wechseln kann. Wie früher 
werden wir für die Gesamtheit der fj zur Abkürzung meist / setzen. Die 
Begrenzung ^5 von {j — \ ,2 , . , . y q) besteht, wie wir wissen (vgl. 
S. 15), aus einer einzigen geschlossenen Flàche. Wird, wie wir es tun 
wollen, angenommen, daB aile der Klasse A h angehoren, so haben die 


Vgl. L. Lichtenstein, Untersuchungen über die Gleichgewichtsfiguren ro- 
tierender Flüssigkeiten, deren Teilchen einander nach dem Newtonschen Gesetze 
anziehen. a) Erste Abhandlung. Allgemeine Existenzsâtze, Math. Zeitschr. 1 (1918), 
S. 229— 284; 3 (1919), S. 172— 174; b) Zweite Abhandlung. Stabilitâtsbetrach- 
tungen. Math. Zeitschr. 7 (1920), S. 126 — ^231. Die Ausführungen des Haupttextes 
stellen in der Hauptsache eine verbesserte und wesentlich vereinfachte Fassung 
der Existenzsâtze dieser Arbeiten dar. 
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einzelnen Flüssigkeitsmassen keinen Punkt miteinander gemeinsam, 
die Schwerkraft ist auf allen Randflâchen jS, kürzer auf S, von Null 
verschieden und in das Innere von jT gerichtet. Als Funktionen geeig- 
neter GauBscher Parameter aufgefaBt, besitzen die Koordinaten von 
wie es sich nachtrâglich zeigt (vgl. S. 11 — 12), stetige Ableitungen aller 
Ordnungen. 

Wir bezeichnen die laufenden Koordinaten eines Punktes auf S mit 
X, Y, Z, das Gravitationspotential von T mit 

hVIx, y, z) = 

(16) 

^^2 _ xY + (y'— yY + (Z— zY, dr'— dx'dy'dz', 

die Winkelgeschwindigkeit mit co. Damit das (relative) Gleichgewicht 
môglich sei, ist notwendig und hinreichend, daB der Ausdruck 

(17) f/(X, Y,Z) = F(X,y,Z) + |^(X2 + Y2) * 

auf jeder Randflâche einen konstanten Wert hat (vgl. S. 11). Wie in 
dem vorhergehenden Kapitel bewiesen worden ist, haben aile jS eine 
auf der Rotationsachse, die wir wie üblich zur z-Achse machen, senkrecht 
stehende Symmetrieebene^^. Wir wâhlen sie zur Ebene 2 = 0. Der 
Schwerpunkt des Systems liegt also im Koordinatenursprung. 

Indem Stabilitâtsfragen vorerst auBer Betracht bleiben, woUen wir 
untersuchen, ob es für Werte der Winkelgeschwindigkeit coi in einem 
hinreichend kleinen Intervalle das co in seinem Innem 

oder auf dem Rande enthâlt, in einer Umgebung erster Ordnung 
von T weitere Figuren des relativen Gleichgewichtes gibt, die 
(nach Poincaré) eine ,,lineare Reihe' bilden. Darunter»ist folgendes 
zu verstehen. 

Die Berandung 5^ von besteht aus q geschlossenen Flàchen 
mit stetiger Normale, die den Flâchen jS (j = l , . . q) umkehrbar ein- 
deutig zugeordnet sind und gegen diese für coi-xo konvergieren^^. 
Sind P und Pj irgendein Paar korrespondierender, d. h. auf derselben 
Normalen zu S gelegenen Punkte auf S und S^, so konvergiert für 
die Normale zu in P^ gegen die Normale zu S in P, und zwar 

In meinen in der FuÛnote genannten Abhandlnngen a) •und b) habe ich 
darüber hinaus angenommen, daÛ die Dichte überall den gleichen Wert hat und 
daÛ T auch noch eine durch die Rotationsachse hindurchgehende Symmetrieebene 
hat. Seitdem ist von Herrn E. Hôlder gezeigt worden, daÛ diese Voraussetzung 
überflüssig ist. Herr E. Hôlder hat auch von Herrn E. Kâhler bemerkte Beispiele 
von homogenen Gleichgewichtsfiguren mit nur einer Symmetrieebene sichergestellt. 
(Vgl. die in der FuÛnote zitierten Arbeiten von E. Hôlder. Siehe auch die Aus- 
führungen des Textes S. 64 ff.) 

Genauer, der Hôchstwert der Entfernung eines beliebigen Punktes auf irgend- 
einer Komponente von von der zugehôrigen Komponente von 5 soU für coj-^co 
gegen Null konvergieren. 
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gleichmâBig^®. Allgemeiner verstehen wir unter einer ,,linearen Reihe*' 
von Gleichgewichtsfiguren jede von einem oder mehreren Parametem 
abhângige stetige Schar von Gleichgewichtsfiguren. Eine lineare Reihe 
heiBt ,,regulàr**, wenn C in eine nach Potenzen von und gegebenen- 

falls noch weiterer Parameter ansteigende Reihe entwickelbar ist. Eine 
einparametrige lineare Reihe von (reellen) Gleichgewichtsfiguren, die 
den Werten des Parameters eines Vorzeichens entsprechen, wollen wir 
mit Schwarzschild^* einen Arm von Gleichgewichtsfiguren nennen. Eine 
einparametrige (von X abhângige) regulâre Reihe besteht stets aus zwei 
entsprechend zu und gehôrenden Armen. Demgegenüber 

bilden zwei so orientierte Arme von Gleichgewichtsfiguren nicht immer 
eine regulâre Reihe, 

Es seien X, Y, Z und laufende Koordinaten zweier 

korrespondierender Punkte auf einem beliebigen Paar zusammen- 
gehôriger Komponenten von S und Wir erteilen der Flüssigkeits- 
dichte in den zusammengehôrigen Einzelmassen von T und dieselben 
Werte und bezeichnen mit 


(18) 


xVy^{x.y,z) = x^—~^~^, 
7 . ■ ^ 


fl ={x — x[)^ + (y - yO^ + (2 — àr[ = dx[dy[dz[ 


das Gravitationspotential des Kôrpers Augenscheinlich muB 
(19) V,{X„ Y„Z,) - V{X. Y. Z) = (.Y* + Y^) - {X^ + Yf) + s 


sein, unter s eine abteilungsweise konstante Ortsfunktion auf S ver- 
standen, die auf dem Rande einer jeden Einzelmasse einen konstanten 
Wert, sagen vdr Sj, hat. Offenbar konvergiert \s\ für coi-^o) gegen Null. 
Die GrôBen s^, . . ., sind etwa durch die Forderung zu bestimmen, 
daB das Volumen einer jeden Einzelmasse einen vorgeschriebenen Wert 
hat (vgl. S. 73). Ist q = l, so kann man einfacher s — 0 setzen. Ist eine 
dieser Bedingung genügende lineare Reihe bestimmt, so gewinnt man 
eine lineare Reihe konstanten Volumens, wieman leicht sieht, durch eine 
geeignete Àhnlichkeitstr ansf ormation . 


Unsere Annahme, liege in einer Umgebung erster Ordnung von T, bildet 
keine Einschrànkung der Allgemeinheit. Wird nàmlich lediglich vorausgesetzt, 
liege in einer Nachbarschaft nullter Ordnung von T, in welchem Falle die Fest- 
setzung über die Normalen zu in Wegfall kommen würde und die Anzahl der 
Einzelmassen von auch :>q ausfallen kônnte, so folgt hieraus schon, wie sich 
nachweisen làÛt, dafi Tj einer Umgebung erster Ordnung von T angehôrt. Mehr als 
dies, man kann zeigen, daB Tj in einer Umgebung beliebig hoher Ordnung von T 
gelegen ist (vgl. S. 75). 

Vgl. Schwarzschild, Die Poincarésche Théorie des Gleichgewichts einer 
homogenen rotierenden Flüssigkeitsmasse, Neue Annalen der Kgl. Sternwarte 
München, Bd, III, S. 69, insbes. S. 34 und S. 38 — 41. Es wird angenommen, daB 
die Figur T dem Werte 0 des Parameters entspricht. 
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Bekanntlich lassen sich aile ^5, die ja eine stetige Normale haben, 
von einer endlichen Anzahl Flâchenstücke dachziegelartig überdecken, 
so daÛ auf jedem einzelnen die Gleichung von S unter Zugrundelegung 
geeigneter GauCscher Parameter rj auf die Form 

(20) y = Y{i,ri), z = Z{^,rj) 

gebracht werden kann, unter X, Y, Z Funktionen verstanden, die stetige 
Ableitungen erster Ordnung haben. Der Ausdruck 


( 21 ) 


-d{x,Y)y^ rd(y,Z)i2 ra(Z,X)i2 


ist allemal von Null verschieden. Übrigens kann man, worauf schon 
früher wiederholt hingewiesen worden ist, | und r] in mannigfaltiger 
Weise so bestimmen, daO die Funktionen (20) stetige Ableitungen aller 
Ordnungen haben. 

Wir denken uns im Punkte (|, rj) auf 5 die Normale (i>) gezogen und 
auf dieser, positiv nach auüen gerichtet, eine Strecke f aufgetragen. So- 
lange Id kleiner als eine angebbare ZahlgrôBe, etwa 

(22) c;<^o 


ist, gehort zu einem jeden Wertsystem rj, C nur ein Punkt des Raumes 
in einer Umgebung von S und umgekehrt. Ist S eine konvexe Flâche, 
so genügt es, Sq kleiner als das Minimum der beiden Hauptkrümmungs- 
radien zu wâhlen. Wir nehmen an, daÛ die Gleichung der Flâche Sj, die 
von cox abhângen soll, auf die Form 


(23) 




gebracht werden kann; dabei soll die Funktion C (f, ^7, coi) stetige partielle 
Ableitungen erster Ordnung ^ ~ haben, und es gelte 


(24) 


!C 



j 

dS ! ’ 

\^>l\ 


^ < Cq , 

.1 


unter e einen spâter zu bestimmenden, hinreichend kleinen Wert ver- 
standen. 

Wir bezeichnen mit R die Entfernung des Flâchenpunktes (^, rj) von 
der 2 :-Achse, = mit r den Kosinus des von {v) unddemLote 

von (I, 'rj) auf die Umdrehungsachse, von dieser nach (f , ry) hin gerichtet, 
eingeschlossenen Winkel, mit da das Flàchenelement in (|, ?y). Die ent- 
sprechenden Werte in (|', rj') auf 5 sollen R\ r\ da' heiBen, Die Ent- 
fernung der Punkte (f , tj) und r/') sei q, Für (|, r/) und (|', yf) wird 
ôfter a, a' geschrieben. 

Wir setzen, wenn (|, t], f*) den Punkt (x, y, z) bezeichnet. 


(25) F(^, y, z) - TY(|, ry, D , V, (z, y, z) = ÎY,(f , , f*) . 
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Die Komponente der von dem Flüssigkeitskôrper T in dem Punkte iq) 
seiner Oberflàche auf einen materiellen Punkt von der Masse 1 aus- 
geübten Anziehungskraft in der Richtung von (v) hat den Wert 

(26) x^PF(|,7î,0). 


Die Schwerkraft im Punkte (i, rj) steht auf S senkrecht und ist 
(positiv nach auBen gerichtet) gleich 

(27) = 

Der Wert dieser Ortsfunktion in (!', r;') wird mit bezeichnet. 
Den Ausführungen zu Eingang dieses Paragraphen gemâB ist ^<0.^'^ 
Es sei (i, fj, C) der Punkt (X^, Y^, Z^) auf S^, Wir setzen 

(28) VAX,.Y,,Z,) = V,{i^ri) 

und analog, wenn (^, rj) den Punkt (X, Y, Z) auf S bezeichnet, 

(29) F(X,Y,Z) = F(^,7;). 

Der Ausdruck yc{V-^—V) làBt sich in eine für hinreichend kleine 

Werte von | f | , | ^ , 1 I unbedingt und gleichmâBig konvergierende 
Reihe ' ‘ 

(30) (Fl- F) = F<i) + F<2) + F<3) + . . . 


entwickeln, die folgende Eigenschaften hat: 

1. Es ist 

(31) 

S 

d 

unter eine Form n-ien Grades der Variablen C> C'» gT' 
verstanden^®. 


2. Es gilt 


w=l 5 


£r 

d rf 


Wir bezeichnen mit tp die GrôÛe, die in den Abhandlungen a) und b) loc. cit. 
wo die Dichte wohlbemerkt überall den gleichen Wert batte, ftp hiefi. 

Der Wahl der GauBschen Parameter r/ liegt, wie vorhin (S. 39) erwâhnt, 
eine dachziegelartige Überdeckung von S zugrunde. Offenbar gehôren zu gewissen 
Gebieten auf 5 zwei oder mehr verschiedene Système von Parametern rj. Der 
Ausdruck ist indessen von der speziellen Wahl der fraglichen Parameter un- 
abhângig. 
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Die unendlichen Reihen rechter Hand konvergieren unbedingt tind 
gleichmâBig. Übrigens sind sogar die Reihen ^ 


drj 




gleichmâBig konvergent. 


2 

Die Reihen (30) und (32) konvergieren, wie gleichzeitig gezeigt 

d ^ 

werden wird, auch wenn für ^ ^ dem absoluten Betrage nach 


hinreichend kleine komplexe Werte eingesetzt werden. Die Reihe (30) 
ist als Definitionsgleichung von für komplexe ^ aufzufassen. 

Beweis: Neben den Flâchen S und Si betrachten wir die einpara- 
metrige Flâchenschar S^ (O^^^l), die sich symbolisch in der Form 
S ■i-t{Si~S) darstellen lâBt. Dem Punkte (|, rj) auf S entspricht auf 
ein Punkt mit den (krummlinigen) Koordinaten r/, t C- Der von Sj 
begrenzte Kôrper heiBe sein Gravitationspotential im Punkte 
(f> C*) sei Yj, f*) und insbesondere im Punkte (|, ty, ^ C) auf 

einfacher rj). Wie wir sogleich zeigen werden, lâBt sich die Diffe- 

renz ?^(Fÿ(|, rj — F(|, rj) nach Potenzen von t entwickeln. In der so ge- 
wonnenen Reihe, die übrigens für aile t mit |^|<^* (/*>1) güt, wird 
alsdann t = \ gesetzt. 

Wir beginnen mit der Herleitung eines Ausdruckes für Es gilt : 


(33) 


\ V,) = V. (i + ^) C] - 


= (i + h) C] - tO} 


Der Ausdruck tC)—Wi{^,rj, t^) stellt das Potential des 

schalenfôrmigen Kôrpers Tt^f ^ — im Punkte (|; 7], tÇ) aut*S^ dar. Es sei 
(pf der von der AuBennormale an in diesem Punkte mit der Geraden (v) 
eingeschlossene Winkel, do^ das Flâchenelement von in (f', 
und die Entfernung der Punkte {^,rj,t^) und (S\rj',tCj- Von den 
Normalen an S durch den Rand von dal wird aus Tf+h—Tf ein Volumen 
herausgeschnitten, das, positiv oder negativ angesetzt, je nachdem C' >0 
oder <0 ist, bis auf GrôBen hôherer Ordnung in bezug auf h den Wert 


(34) 


C'A cos (p[dG[ 


hat. Das zweite Glied rechts in (33) liefert demnach für A->0, wie sich 
ohne Schwierigkeiten zeigen lâBt (vgl. loc. cit. a) FuBnote 


(35) 


J*-~C'cOS (p\dG\. 

St 


Der erste Summand gibt für A~>0 den Wert 
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der sich nach einer teilweisen Intégration in bekannter Weise auf die 
Form 

(36) —C \ — co%Bl da[ 

bringen làBt (vgl. loc. cit. ** a) FuBnote **). Hierin bezeichnet 6/ den 
von der AuBennormale an im Punkte (|', t]', tC') niit der Geraden (v) 
eingeschlossenen Winkel. Es gilt demnach 

( 37 ) Çr-Cj-w,(i,nJC)+f£c'cos<p',dc; 

St 

== (C' cos — C cos 61) d al . 

Sind 

(38) x = X(^,ri). y = Y{i,7^), z=Z{^,r]) 
die Gleichungen von S, so lauten diejenigen der Flâche 

( 39 ) X '= X ut ^ f y = Y bt ^ f z = Z ~\- c t ^ , 

unter a, b, c die Richtungskosinus der Normale {v) verstanden. Es gilt 


(40) b: 


cos <Pi ■ 


da’, = drdrj'ŸAi^+Br‘+Cr\ 

d(Z'+c't^',X'+a't^') 


d(i'.v') 

a'A'i + b'B'i + c 'C'i 


c — 

> '-'t — 

cos 6/ = 


cnV'+b'lC'. Z'+c'l^') 

d w:w ' ~ ’ 

d{X'+a't^', Y'+b't^') 


d{r.>n 

aA'+bB' + cCj 


mithin in naheliegender Schreibweise 

{a’C'-aO d^'dr,' 

S 

Wir denken uns hierbei die Parameter f , rj so gewâhlt, daB in den 
Formeln (40) die Quadratwurzel mit dem positiven Zeichen zu ver- 
sehen ist. 

Aus (39) und den analogen Ausdrücken für die kartesischen Ko- 
ordinaten des Punktes (|', /f') auf ergibt sich 


(42) Qf^Q^+2t2J(X'--X) {a'C'~aC)+t^Uia'C'-aC)^==Qni + k{t)]. 

Es sei t* eine Zabi >1 und ein positiver echter Bruch. Wie man 
sich leicht überzeugt, ist für aile dem absoluten Betrage nach hin- 

reichend kleinen reellen oder komplexen Werte von C, , etwa 


(43) 


la. 










Problemstellung. Die fundamentale Integro-Differentialgleichung. 43 


und aile komplexen t in dem Bereiche 
(44) 

Der Quotient ~ ist demnach von Null verschieden. 

Das Intégral 

ist eine in dem Gehiete |^|</* analytische und regulàre Funktion 
von t, 

Dies erkennt man wohl am einfachsten wie folgt. Man setze 
J = J -f unter 5 den in der Kreisflâche (^' — 

s 6-5 S 

in der Nachbarschaft von (f, rj) enthaltenen Teil von S verstanden. Das 
Intégral J ist, wie man unmittelbar sieht, eine analytische uhd regulàre 

s-s 

Funktion von t. Berücksichtigt man, daB J für aile (|, rj) auf S und 

s 

aile t im Bereiche für D->0 gleichmâBig verschwindet, daB 

mithin gleichmâBig J = lim / güt, so erhàlt man in der Tat unsere 
Behauptung, s-s 

Wie sich ohne Schwierigkeiten zeigen lâBt, ist 


(46) 


àj 

dS 




s 


denn betrachten wir zum Beweis den Ausdruck 


(47) L Z («'^ '- « f) é7+ A ’ 

S 

so ist, da in (47) die zu integrierende Funktion und ihre partiellen Ab- 
leitungen in bezug auf | und rj durchweg stetig^ sind, bsp. 


(48) 



Der Ausdruck rechter Hand konvergiert, wie man leicht verifiziert, 
für aile in Betracht kommenden t und aile (|, rj) auf S gleichmâBig 
gegen die rechte Seite von (46) für h ~>0. Gleichzeitig konvergiert 
L gegen /. Nach bekannten Sâtzen gilt also, wie behauptet, die 
Formel (46). 

Jetzt macht es augenscheinlich keine Mühe einzusehen, daB auch 
0 T ô T 

gy und g-, als Funktionen von t aufgefaBt, in dem Gebiete |/|<^* 
analytisch und regulàr sind. 
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Nach bekannten Sâtzen ist für aile n>l 

(49) 

S-S 

S 

Der Grenzübergang ist für aile (|, ri) auf S und aile t in jedem Bereiche 
gleichmàBig. 

Augenscheinlich stellt auch F<(|, ty), sofern 


\d^\ acj 




\dri\ =*^=^0 

angenommen wird, eine für aile t in dem Bereiche |^| analytische 
und regulâre Funktion dar. Es gilt (für 

(51) (i) 


n-\\dA\ d«-2 /1\ , (n-l\d’^A\ 3^-^ fl 


1 J dt \o 


2 ) dt^ dt^-^\Q 




rQ n y n 

Der Ausdruck ^ sich demnach, wie leicht ersichtlich, 

auf die Gestalt bringen, unter eine Form w-ten 

s 

Grades von f f ^ ^ verstanden. Jede der zuletzt genannten par- 

tiellen Ableitungen kommt in übrigens nur linear vor. 

Der Taylor-Cauchysche Entwicklungssatz liefert 

(52) 4'.(f.*))-4'(«.>))-i’sK7'^L 

n^l 

und für t = l, wie behauptet, 

(53) «(Fi-F) = F(i) + F<2> + F<3) + ... 


F<")== 


1 r ^-”^1 = X p- K^’‘>da', 

n' Vàt" M-ft Je" 


+ V 1 J dt a<"-neJ~*'V 2 ) dt^ leJj*-o’ 

p,_c)(Z',X') ,_d{X'.Y’) 

\oo; /» ^ - dWTri') ^ ~ diè'.r,') • 

Es sei/'ein Kreis um den Koordinatenursprung vom Halbmesser t* 
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in der Ebene der komplexen Variablen t. Es gilt in naheliegender Schreib- 
weise 

(56) 

Hieraus folgt vor allem fast unmittelbar, da6 die Funktionen 
y in) (n=l,2, , , stetige Ableitungen erster Ordnung in bezug auf ^ und 
rj haben. Ferner gilt für aile 

(57) «7(|,r/;0 = «^F,(f,i»î) = F<i>+2F'2>< + 3F<*>/24-..., 

(58) Fa'+ 2 4' + 3 , 
somit nach einer Intégration in bezug auf t zwischen 0 und 1 




dt, t — 


(59) x: (Fl - F) = F<i> + F»^) + F<3> + . . . , 

(60) «£.(Fi-F) = ^|Fa> + AF'=) + j^F(3, + ... . 

Ebenso findet man 

( 61 ) ,g-L(F,_n-AFa.+ ^^F« + /^K«. + ... . 

00 00 ^ 

Die Reihen Z" s konvergieren für aile t mit 

n=l ‘ n = l ^ 

I ^ i ^ ^ * gleichmâBig. 

Ans (37) und (53) folgt insbesondere 

(62) F<i) = -- W{i. f], 0) + ’<jjC’da'. 

5 

Aus (49) folgt für n = 2 



s 


d^V 

Die Funktion hat für aile / mit stetige partielle 

Ableitungen erster Ordnung in bezug auf | und t]. Es genügt, die beiden 
Seiten der Beziehung (56) in bezug auf t zu differentiieren, um sich 
hiervon zu überzeugen. Es gilt 


dfdr^ 



(64) 
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Es sei jetzt 


(65) 




d’>Vt 


gesetzt. Aus (63), (64) und der analogen Formel für - ÿ - ÿ- - â folgt wegen 
(65) für aile t in dem Intervalle leicht ^ 


( 66 ) 

Wegen 

(67) 

(68) 

ist 

(69) 




0 


0 0 
1 t 


0 0 




-|7(i) 


7(2)_J_ 7(3) + . . . i = I ) I < 




und analog 

(70) 

Aus (39) ergibt sich, wenn man t — 1 setzt, 

(71) Ai=A + aC, yi=y + èC, Zi = Z + cC. 
Demnach ist 


(72) Ji^ + Yf^X^-\-Y^+2(aX + bY)C + {a^+b^)C^ 

= i?2+2i?TC+(aH-6^)C^ 

Wir setzen zur Abkürzung 

(73) = ^ 
und erhalten 

(74) ÿ{xi+ y?) (A2+ y2)=A(Ai+yf)+ ( a?+ Yj-x^-y^) 

= Ai?2+^i?Tf+ "^"(a2+62)f2+2Ai?TC + («H6*)AC*. 

Aus (19), (30), (27), (62) und (74) ergibt sich nunmehr die Beziehung 

(75) y>C + = s - - («2+ 62) AC* 

^ _i(F(2)+F(*)+...) = s — jR2A + i7{A,C}. 

Dies ist eine nichtlineare Integro-Differentialgleichung zur Bestimmung 
von C- Sie entspricht der Liapounoffsçhen Integro-Differentialglei- 
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chung ( 11 ). A. a. O. handelt es sich um die Bestimmung neuer Gleich- 
gewichtsfiguren in der Nachbarschaft Maclaurinscher und Jacobischer 
EUipsoide, und die mit f bezeichnete GrôBe hat dort eine etwas andere Be- 
deutung als in unseren Formeln. Bei der Ableitung der Gleichung ( 11 ) be- 
dient sich Liapounoff bereits einer zu der Flâchenschar f , 97 , analogen 
Korperschar 6,y), eC (O^e^l), bleibt aber im Gegensatz zu unseren 
Betrachtungen in der Hauptsache im Gebiete des Reellen. Demgegen- 
über ist die systematische Heranziehung funktionentheoretischer Hilfs- 
mittel für unsere Betrachtungen wesentlich. Als ein weiterer springen- 

d V 

der Punkt der von uns benutzten Méthode sei der Ausdruck (37) für ~~ 

und seine Entwicklung nach Potenzen von t hervorgehoben. Liapounoff 
geht unmittelbar von dem Ausdruck Vi—V aus. 

In dem Vorstehenden handelte es sich um einen evtl. aus mehreren 
Einzelmassen bestehenden Flüssigkeitskorper, der wie ein starrer Korper 
rotiert. In dem zweiten Kapitel ist gelegentlich der allgemeinere Fall 
einer gravitierenden Flüssigkeit betrachtet worden, deren Teilchen um 
die 2 :-Achse mit einer Winkelgeschwindigkeit rotieren, die nur von dem 
Abstande von der Umdrehungsachse abhàngt, 

(76) co = co(r^), = x^-\- 

Wie a. a. O. gezeigt worden ist, lautet die notwendige und, falls p'^0, 
auch hinreichende Bedingung dafür, daB eine stationâre Bewegung von 
der soeben bezeichneten Art bestehen kann, daB auf S 

r 

(77) xV(X,Y,Z) + 0(R^) = Const., 0{t^) = J co^x"‘)Ydx' . 

(7^2 = A'* 4- y*) 

gilt. Es sei jetzt T eine topologisch ganz wie vorhin beschaffene Flüssig- 
keitsmasse, deren Teilchen in einer stationâren Bewegung der soeben 
betrachteten Art begriffen sind^®. Auch diesmal soll die Schwerkraft 
auf S durchweg nach innen gerichtet sein, y) < 0 . Es sei cüi(r^) ein von 
dem vorhin betrachteten verschiedenes Gesetz der Abhàngigkeit der 
Winkelgeschwindigkeit von dem Abstande r. Wir fragen, ob es für hin- 
reichend kleine Werte von | cof (t^) — co^{x^) | in der Umgebung erster Ord- 
nung von T eine Flüssigkeit skonfiguration gibt, die in stationârer, 
durch die Funktion C( 9 i(r 2 ) charakterisierter Bewegung begriffen sei. 
Auf Si gilt 

(78) ;<F,(A„ Yi,Z,)4-<Pi(ief) = Const., 0^{Rl)=fo>l{i'^)Yd^. 

{Rl = Xl + Yl). 


Im Gegensatz zu früheren Entwicklungen wird jetzt den Betrachtungen 
ein im Raume testes Achsenkreuz und, wie bei permanenten Bewegungen üblich, 
das Eulersche System von Variablen zugninde gelegt. Wie wir wissen (vgl. S. 16), 
hat die Konfiguration Rotationssymmetrie um die i^-Achse. 
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Wir denken uns wie vorhin die Punkte von auf das krummiinige 
Koordinatensystem rj, C bezogen und erhalten auch diesmal für 
«(Fi(Zi,yi,Zi)-F(Z,y,Z)) die Formel (59). Statt (74) ist jetzt der 
Ausdruck 

R 

(79) 

0 0 
K 

0 R 

zu betrachten. Der zweite Summand rechts kann auf die Form 


(80) o^{R^) ^ + /'[ft>*(t'^) - co^i?2)]rVr' 

= o^(R^) RrC + - («*+ b^) + / [ft)*(t'") - w2(ie2)] t’dt' 

gebracht werden. Wie man leicht verifiziert, ergeben die Beziehungen 
(77), (78), (79) und (80) jetzt die Integro-Differentialgleichung 

S R 

Ri 

- ^ J K(t'") - ta* (t'^)] t'dx'- 1 ( r<*) + v<^> + ...)• 

0 

FaBt man |s|,û und Maxlû>i(r 2 ) — co 2 (r 2 )| für aile T^Max(R, jRi) 
als kleine GrôBen erster Ordnung auf, so sind der dritte und der 
vierte Summand rechter Hand, wie man sich leicht überzeugt, GrôBen 
zweiter und < erster Ordnung, und zwar entsprechend mit und 
Max|(Ui(r^) — cü^(r^)| vergleichbar. In der Tat ist 

Ri 

/i=ij[ta^(r'")-ca*(i?*)]r'rft' 

R 

Rt 

= --j (t'"- «*) ^^;^ta*[i?*+ ^(r'*- R^)]t’dx: {0<ê <l). 

R 

somit I /il = 0(|i^i — R 1^) = 0{Q^), Ferner ist, wie man leicht sieht, 

1 7, j = i J [ 0,2 (r' ") - CO* (t' ®)] r' rfr' =0 (Max ; w* (t*) - ta* (r*) | ) . 

'o 

Ist speziell ft>*(t2) =konstant — d. h. rotiert die (diesmal von Um- 
drehungsflàchen um die ^-Achse begrenzte) Ausgangsfigur wie ein starrer 


Die Bezeichnung F(t) =0{t) besagt, daÛ yF(0 für / 0 unterhalb 
einer endlichen Schranke bleibt. 
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Kôrper, so erhâlt man einfacher 

/ Rx 

^ C'da' = s -g 6*) C**- i J [cf (t'^) - oy^]t’dt’ 

0 

Es sei zum SchluB bemerkt, daB es sich bei Behandlung kon vexer 
Gleichgewichtsfiguren gelegentlich als vorteilhaft erweist, die Minkow- 
skische Stützfunktion heranzuziehen (vg. E. Hôlder, loc. cit. S. 192 ff.). 

8. Eine lineare Integralgleichung. Betrachten wir die homogène 
lineare Integralgleichung 

(83) ifC+j^-C'da' = 0. 

S 

Sie geht durch die Substitution — 7p ff in eine Integral- 

gleichung mit symmetrischem Kern über. Man beachte, daB ^<0 vor- 
ausgesetzt worden ist. Sie hat stets triviale Nullôsungen, nàmlich 
:= const. c und, faits T kein Rotationskerper um die z-Achse ist, 
^^ 2 = const. y = const. (X6 — Ya). Diese Nullôsungen entspringen der 
Eigenschaft jeder Gleichgewichtsfigur, bei einer Translation làngs der 
Rotationsachse sowie bei einer Drehung um diese in eine zu dem gleichen 
Wert der Winkelgeschwindigkeit und zum gleichen Wert des Gesamt- 
potentials auf S gehôrige Gleichgewichtsfigur überzugehen. 

Denken wir uns etwa den Kôrper T um eine kleine Strecke in der 
Richtung der ^(-Achse verschoben. Die Verschiebung C* in der Richtung 
von {v) ist, wie sich zeigen làBt, eine nebst ihren Ableitungen erster Ord- 

nungstetigeFunktionundhat denWert C*— lirn o(ôJ=0. 
Ferner gilt \ wo von der Ordnung ist. 

Aus (75) folgt, wenn man für C, 5 und A entsprechend f*» 0, 0 setzt, 
in naheliegender Schreibweise 

( 84 ) J C; da' = - {a^+ b^) + Vf +...), 


Mit stationâren Flüssigkeitsbewegungen der auf S. 47 — 48 betrachteten Art 
beschaftigt sich P. Dive loc. cit. Vgl. auch P. Dive, Comptes Rendus 194 (1932), 
58 — 61. Seine Fragestellung ist freilich von der unserigen verschieden. Herr Divebe- 
müht sich in erster Linie um die Bestimmungen derjenigen Verteilungen der Winkel- 
geschwindigkeit, die einer vorgegebenen, bestimmten Bedingungen genügenden, 
permanenten Flüssigkeitsbewegung der im Text betrachteten Art entsprechen würde. 

Man vergleiche in diesem Zusammenhang eine demnâchst in der Mathematischen 
Zeitschrift erscheinende Note von Herrn W. Jardetzky, Bemerkungen über die 
Figuren zonal rotierender Flüssigkeiten, die von den Gleichgewichtsfiguren ab- 
zweigen. Herr Jardetzky beschâftigt sich mit dem im Haupttext zuletzt be- 
trachteten Spezialfall. Ich habe meinerseits auf die ganze Fragestellung bereits in 
meinen Vorlesungen über kosmogonische Hypothesen S. -S. 1928 hingewiesen. 

Lichtenstein, Gleichgewichtsfiguren. 4 
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wo nach (69) 
(85) 


güt. LâBt man jetzt 0 gehen, so erhàlt man augenscheinlich wegen 
(84) und (85), wie behauptet, 

y)c = 0. 

In âhnlicher Weise überzeugt man sich, daB, wenn T keine Rotations- 
symmetrie um die 2 :-Achse hat, auch y = Xb — Y a die Gleichung (83) 
befriedigt. Ist T ein Umdrehungskôrper um die ; 2 :-Achse, so ist X 6 — Y 
identisch gleich Null. 

Wir denken uns und, falls T kein Rotationskôrper ist, auch Wg den 
Beziehungen 

( 86 ) ^fxpu\do — — ly ^fxpu\da = —\ 


gemâB normiert. Die Gleichungen (86) gehen durch die Substitution 


z=cy — \p]^ in die üblichen Normierungsbeziehungen über. 

Es ist leicht zu sehen, daB die Nullôsungen (^ = 1, . . m), als 

Funktionen geeigneter GauBscher Parameter i] aufgefaBt, stetige Ab- 
leitungen aller Ordnungen haben. Vor allem hat y) diese Eigenschaft. 


Das Potential 



da' einer einfachen Belegung mit stetiger Dichte 


erfüUt auf jS (und darum gewiB überall auf S) eine //-Bedingung mit 
jedem Exponenten 
Wegen 


(87) 


W^k + 


ul d(/ ~ 0 


r /' 

hat Wfc die gleiche Eigenschaft. Nunmehr hat das Potential j —u^da' 

4 


auf stetige, einer //-Bedingung mit dem Exponenten v<l genügende 
Ableitungen erster Ordnung (vgl. 1. 5). Aus (87) folgt sofort, daB 

^ existieren und einer ebensolchen fl'-Bedingung genügen. So geht 


man sukzessive weiter und gelangt zu der vorstehenden Aussage. Es 
môge speziell T, das kein Rotationskôrper sein soll, auch noch eine 
Symmetrieebene durch die Rotationsachse haben. Wir wâhlen sie zur 
Ebene y = 0. Es seien cr* und a*' bzw. a* und die Punkte, die zu 
a und or' in bezug auf die Ebene y = 0, bzw. = 0 symmetrisch liegen. 


Dem Satze 1. 4. zufolge erfüllt das Potential 




d(/ auf eine //-Be- 


dingung mit jedem Exponenten v <1; auf jS (l ^j) hat es aber gewifi stetige Ab- 
leitungen aller Ordnungen. 



Es gilt 
( 88 ) 


Fine lineare Integralgleichung. 


51 


«1 (<^*) = «1 > «1 ( o ’*) = — «1 ( p ) : 

Uiia*) = — U2{(r) , « 2 ( 0 ’*) = «2 (<^)- 

Die Integralgleichung (83) môge aufier und U 2 noch weitere Null- 
losungen haben, und es sei , Wg , ^^ 3 , . . . , ein vollstândiges System 
linear unabhângiger Losungen von (83). Es sei vorübergehend 

( 89 ) V 3 (a) = U 3 (a*) , . . v^[a) = u^ («r») 

gesetzt. Wie manleicht verifiziert,sindauchdieFunktionenî; 3 ((T), . . . ,v^(a) 
Losungen von (83). Auch die Funktionen 

(90) = + und ^i — Ui — Vi 

sind Nullôsungen von (83), sofern sie nicht identisch verschwinden* 

Wegen làBt sich jede Nullôsung der Integralgleichung (83) 

linear durch die Losungen Wi,Wi (Z = I , . . . , m) ausdrücken. Also làBt 
sich aus Wi , Wi ein vollstândiges System linear unabhângiger Losungen,. 
etwa Wii (/ = I , . . . , w) aussondern. Entweder ist 

(91) Oder (u*) = - (^^) • 

Da Wg (u*) = —U 2 (o) ist, so gibt es mindestens eine Nullôsung der zweiten 
Art. Da Wi=2u^,W2 — '^'^2 so kann man sich gewiB so einrichten, 
daB das System die Nullôsungen % und Wg enthàlt. Von diesem 
System ausgehend gewinnt man, wenn man den vorhin durchgeführten 
ProzeB in bezug auf die Ebene z = 0 wiederholt, ein neues voUstândiges 
System linear unabhângiger Nullôsungen, dessen einzelne Individuen 
auch bei dem Übergang von a zu entweder ungeândert*bleiben oder 
das Vorzeichen wechseln. Die Gesamtheit der Nullôsungen zerfâllt damit 
in vier verschiedene Kategorien. Man kann sich augenscheinlich so ein- 
richten, daB die Funktionen % und U 2 auch dem neuen System an- 
gehôren und die einzelnen Nullôsungen, die wir der Einfachheit halber 
wieder mit îi 2 , . . . , bezeichnen, die Orthogonalitâts- und Nor- 
mierungsbeziehungen 

(92) Jfy)UjUida = 0 (/ + /), J f f af da === — 1 

erfüllen. Es genügt hierzu, die Lôsungen jeder einzelnen Kategorie für 
sich in bekannter Weise zu orthogonalisieren und zu normieren. 

Wir nehmen schlieBlich an, daB T, wie bei den Flüssigkeitsellipsoiden,. 
auch noch die Ebene zu einer Symmetrieebene hat. Es lâBt sich 

dannganz wie vorhin zeigen, daB man die Nullôsungen nunmehr in acht 
verschiedene Kategorien zerfâllen kann. Auch bei dem Übergang von a 
zu dem in bezug auf die Ebene x — O symmetrischen Punkte ândern 
sich die Nullôsungen nicht oder wechseln das Vorzeichen. 

4 * 
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Es sei jetzt T ein Rotationskôrper um die z-Achse. Wir bestimmen 
die Lage eines Punktes auf S vorübergehend durch seine lângs des 
Meridians gemessene Entfernung von dem Pôle, ê, und durch den 
Azimut winkel, d. h. den mit der Ebene y = 0 eingeschlossenen Winkel b 
des betrachteten Meridians. Wie wir jetzt zeigen wollen, sind die Eigen- 
funkiionen der Integralgleichung 

(93) + 

6 ' 

entweder von der Form %(ÿ), oder sie treten paarweise auf und lassen sich 
durch die Formeln 

cos^b, 5i(^) sin^b, 


unter k eine positive ganze Zahl verstanden, ausdrücken. 

In dem ersteren Falle haben die Eigenfunktionen Rotationssymmetrie 
um die 2 :-Achse, in dem zweiten Falle haben sie k durch die Umdrehungs- 
achse hindurchgehende Symmetrieebenen. Überdies geht 5i(ê)sin^b in 

rr 

durch eine Drehung um den Winkel ~ über. 

Es sei u(ê, b) irgendeine Eigenfunktion der Integralgleichung (93). 
Für f,a,Q schreiben wir jetzt der Übersichtlichkeit halber b), 
o'(ê, b), b; b')- Für (93) tritt jetzt die ausführlichere Formel 


(94) 


b) u(! 


!,b) + rj/(è', b') 


u(ê', b') da{i', b') 
e(ê, b:ê'; b') “ 


0 


ein. Sei a eine beliebige Konstante. Ans (94) folgt 


(95) y(5, b + a) u(è, b + oc) r 


Q{é. b + a; è', b'+ a) 


= 0 . 


Die Schwerkraft x ip{§, b) ist nun von dem Azimutwinkel unabhângig. 
Es gilt demnach y^(ê, b + a) — ^(è, b). Ferner ist, da S eine Rotations- 
flàche um die J 2 :-Achse ist, 

^(ê, b + a ; è', b' + a) = ^(ê, b ; è', b') und d(j(é\ b' + a) = da(è\ b') . 


Für (95) kônnen wir schlieBlich wegen /(ê', b' + a) =/(ê', b') schreiben 
y>(ê , b) U (é , b + a) + »J/ (â', b') = 0 • 

S 

Die Funktion u(ê, b +a) ist also für aile a eine Eigenfunktion von (94). 
Demnach ist auch die partielle Ableitung ■^u(ê, b) eine Eigenfunktion, 
auûer wenn sie identisch verschwindet. In diesem Falle ist u(è, b) = fÇ(â). 
Auch die partiellen Ableitungen hôhererOrdnung ^u(ê, b) b) , . . . 

sind, wenn sie nicht identisch verschwinden, Eigenfunktionen. 
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Es sei jetzt 
(96) 

ein voUstândiges System linear unabhângiger Eigenfunktionen von (94), 
und es môge nicht identisch verschwinden. 

In der Reihe der Funktionen 


id). 




die ebenfalls der Integralgleichung (94) genügen, kann es hôchstens n 
linear unabhàngige geben, genügt demnach, als Funktion von b 
aufgefaBt, einer linearen Differentialgleichung mit (bezüglich b) kon- 
stanten Koeffizienten von hôchstens w-ter Ordnung. Es sei die Differen- 
tialgleichung niedrigster Ordnung 


(97) 


Da 


db ‘ 


, J 


-lutl) 


à b" 


... = 0 (m^n). 

linear unabhàngige Eigenfunktionen von 


(94) sind und zugleich m linear unabhàngige Lôsungen der Differential- 
gleichung (97) darstellen, so ist jede Lôsung dieser Differentialgleichung 
eine Eigenfunktion. 

Da als Funktion von b aufgefaBt, eine periodische Funktion mit 
der Période 27t ist, so muB die charakteristische Gleichung 


lauter verschiedene rein imaginàre Wurzeln haben. Einem Paar kon- 
jugiert komplexer Wurzeln entsprechen die reellen Eigenfunktionen 
5i(è) cos^b , ^i(è) sin^b. Da diese die Période 27i haben solîen, so muB k 
eine ganze Zahl sein. ^ 

Ist ud) “ gj(ê) cos^b, so ist ^i(è) sin ^b = — J Diese beiden 

Funktionen bilden demnach eine Gruppe zusammengehôriger linear un- 
abhàngiger Eigenfunktionen. Wie mah sieht, ist also m = 2. 

Ist m<n, so gibt es in (96) mindestens eine Eigenfunktion, etwa 
die unter den soeben gefundenen Funktionen nicht enthalten ist, 
Wie vorhin làBt sich jetzt zeigen, daB entweder die Form ^(ê) hat 
oder einer Gruppe von Eigenfunktionen angehôrt, die einer zu (97) 
analogen linearen Differentialgleichung genügen und von der Form 
5i(ê)cos^b oder 5i(è)sinÂb sind. 

Es sei insbesondere r = 1. Wie wir wissen, gibt es stets eine Eigen- 
funktion der Integralgleichung (93) von der Form 3^(ê) ; es ist dies die 
früher mit bezeichnete triviale Nullôsung. 

9. Sukzessive Nâherungen. Die Integralgleichung (83) môge, wie 
vorhin, w (^2) linear unabhàngige NuUôsungen Wg, . . ., die wir 
uns den Formeln (92) gemàB normiert denken, haben. Ist T ein Rotations- 
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kôrper um die ^-Achse, so ist Wir setzen 

1 m 

(98) - = 

Nach bekannten Sâtzen hat die Integralgleichung 

(99) y>^+jf'<^(a,a')!l'da'=^0 

keine Nullôsungen^^ Es gilt tri) =9î(o', o*'). In dem besonderen 

Falle, daB T eine Symmetrieebene durch die Rotationsachse hat, ist 
überdies 9î((r*, a*') =-5R(o*, cr'). 

Wir schreiben jetzt die Integro-Differentialgleichung (75) in der Form 

( 100 ) 

( 101 ) ri = —Jf'ip’uiC'da' (1=1, 

fassen fi zunâchst als unbestimmte Parameter auf^^ und beweisen, daB 
die Integro-Differentialgleichung (100) für aile dem ahsoluten Betrage nach 
hinreichend kleinen reellen oder komplexen Werte von A, s, . . . , eine 
und nur eine nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung stetige, 

den Beziehungen |C| , 1*^^!» genügende Lôsung hat. 

Die Auflôsung erfolgt durch sukzessive Approximationen. Der Kon- 
vergenzbeweis gelingt leicht unter Zuhilfenahme einiger Hilfssàtze, die 
zuvôrderst abgeleitet werden soUen. 

Es sei C eine wie t beschaffene Funktion, und es môge S die Flâche, 
deren Punkte die krummlinigen Koordinaten 7], t haben, bezeichnen. 
Der von 5 begrenzte Raumteil heiBe T. Wir nehmen auch 

(102) 


Die Integralgleiclvung (83) ist Mer durch die Substitution Z = — ^]// 


gewonnenen Integralgleichung 


Z{a) 


-J, 


ML izva' 

V-' Q 


y-vï 


- 0 àqui valent. Ihre in 


der üblichen Weise normierten Eigenfunktionen smduA — yd]f (t—l, • • •* ni). 

i/M 1 “ \fff' 

Der Kern MM, - - ^ y - / T / -==, 5» «^0 hat 

I — ^ I — y' e y — y) ^—tp' 

nach bekannten Sâtzen der Théorie linearer Integralgleichungen mit symmetrischem 
Kem keine Nullôsungen. Man verifiziert hiernach leicht, daÛ auch (99) keine Null- 
lôsungen hat. 

52 Einer âhnlichen Zerlegung des Kernes in Summanden bedient sich Herr 
E. Schmidt in seinen Untersuchungen über die Verzweigung der Lôsungen nicht- 
linearer Integralgleichungen. Siehe E. Schmidt, loc. cit. Man vergleiche in 
diesem Zusammenhang unsere früherén Bemerkungen über die Entwicklungen von 
Liapounoff (S. 34—35). 
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an und erhalten in naheliegender Schreibweise (vgl. (67)) für = 


(103) |ir|, 

Wir setzen des weiteren 
d 


dW 




dW 


drj 




(104) 


IC-CI, ^(C-0 




^U^2Û 


voraus und nehmen s so klein an, daB (vgl. S. 42) /*=4 zugelassen 
werden kann und darum Beziehungen von der Form 


(105) 


d 


(^konstant) 


auch dann bestehen, wenn entgegen der Festsetzung (65) 


( 106 ) ICI. 

gilt. 

Wir schalten jetzt zwischen und eine stetige Schar von 
Flâchen, die sich symbolisch in der Form St = 5i + -™(Si — Si) dar- 
stellen lâBt, ein. Dem Punkte (|, rj, C) auf Sj entspricht der Punkt 
(I. V' S) = (l. tj,C + -^(C ~0) auf Sf. Für t = 0 fàllt Sjmit Si,für* = fy 
mit Sj zusammen. Für t — ZQ ist j C + ^ (C — C) j ^412. Der zu St 

gehôrige Wert des zu (67) analogen Ausdruckes wird mit bezeichnet. 

Es sei jetzt F der Kreis vom Radius ZÜ um den Ursprung in der 
Ebene der komplexen Verânderlichen t. Der Cauchyschen Integralformel 
zufolge ist für aile \t\<3Ü 


(107) 


2 ni j 

ô-t 



r 


und 




(108) 

dV't 

_ _L 1 


"dt 

2Jtî J 

(ô-i 


dô 


iy 


dô. 


Insbesondere ist für |t| wegen \ £2^, |ô — f|^i?und 


L < 1^ 

I <5 - * : = Ü 


dWt 

di 


271^ 


(109) 

In âhnlicher Weise erhâlt man 

( 110 ) 

Nunmehr finden wir aus 

(111) 




i (92 Wt 1 

1 d» Wt 1 






W-W=j 


dyt 

'di 


dt 


17972 
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wegen (109) 

( 112 ) 

sowie analoge Beziehungen für die partiellen Ableitungen erster Ord- 
nung Wir fassen unsere Ergebnisse in deii Ungleichheiten 


(113) |^(^~'r) 

zusammen 
Es sei jetzt 

(114) |s|, |A|. 


’ ! 


(W-W) 




.Qi- 


Wie man fast unmittelbar sieht, ist wegen (69), (70) und (113) 


(115) 1771, 

sowie 


dn 


I ^ n j I JT I f ! 

i, I, 


dn 

dri 


^A^(Ü^ + ÜQ^) 


(116) |/7-77|. |f^(/7-77)|, f^(n - + Q,)U . 


folgt 

(117) 


Es sei nunmehr §(a,a') der lôsende Kern von —f'ÿi. Ans (100) 

m 

C — — 7î*A)+^r, Mj + — i7{A,C} 

^ 1=1 ^ 

- J U<r.o') (s'- E'^A) +2Jr, u[ + r}] de/ 

J^(a,a’)u'ida' = 0 (1 = 1, . . m),^* 


und wegen 
(118) 


68 Die vorstehenden Überlegungen (Benutzung des Cauchyschen Intégrais) 
habe ich zuerst in meiner Arbeit, Über einige Hilfssàtze der Potentialtheorie I. 
Math. Zeitschr. 23 (1925), S. 72 — 88, angewandt. 

6* Ans (98) folgt durch Multiplikation mit /'wJ und Intégration wegen (92) 
sofort t 

(119) J f'3l{o.</)^i<io'=0. 

Nach bekannten Sâtzen ist femer (vgl. bsp. den Encyklopâdieartikel von Toeplitz 
und Hellinger II C 13, S. 1372). 

( 120 ) -l/e^(a,</) + ^{a.a')+ \\ fn</'.a')^(a.a")da"=0. 

y} JW 

s 

Hieraus und aus (119) folgt fast unmittelbar J ^{a,a')u[da^=0. In âhnlicher 
Weise findet man 

( 121 ) Jy) f^{c,a')Uida = 0. 

V f 

Übrigens ist ^(or, </) eine Pseudoresolvente des Kernes — (vgl. a. a. O. S. 1374 
sowrie 1377). Ve 
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wenn jioch 

(122) s-iîU + 77{A,C} = /r{s,A,e} 

gesetzt wird, einfacher: 

^ r 

(123) c = -l-n{s. A, Vi - J 

Wird mit 0{A, C} die Gesamtheit der Glieder zweiter und hôherer 
Ordnung rechter Hand bezeichnet, so gilt 

(124) \0\^A^(Q^ + QÜ^), \0^0\^B^{Q + ü^)a, 


Dabei ist natürlich 

(125) y)0+Jf3l&d(/==n{À,C], oder auch 

J / ^ r 

^~&da*+ ^'(pui\fxpu[ &d(/, 

s /=i s 

Der erste Integralausdruck rechts erfüUt als Potential einer einfachen 
Belegung stetiger Dichte eine //-Bedingung mit beliebigem Exponenten 
^^<1 (vgl. 1. 4.). Da sowohl 77 als auch y)Ui (/ = !, . . m) stetige Ab- 
leitungen erster Ordnung haben, so genügt die rechte Seite von (126) 
gewiB einer fi^-Bedingung. Da y) stetige Ableitungen (übrigens aller 
Ordnungen) hat, so erfüllt auch 0 eine J7-Bedingung, und es gilt wegen 
(115) und (124) 

( 127 ) ! 0 |v ^ A^[v) [Ü^ + QQ^), 

r f 

Das Potential j — 0' do' hat nunmehr aber stetige Ableitungen erster 
s 

Ordnung. Eine sinngemâBe Wiederholung der zuletzt durchgeführten 
Überlegungen lehrt, daB existieren, sich auf S stetig verhalten 

und Ungleichheiten der Form 


(128) 


H;. 


erfüUen. Indem wir Al = Max (^4^ , . 43 ) setzen, kônnen wir für (124) und 
(128) auch schreiben 

de\ \de\ 


I0i 


dè 




(129) 

Wir finden weiter 

y>{0-é)= 77{A, q - /7{A. C} - J{' (©' - ©') da’ 


^ r 

V «I /' v' «I - ®') 

1=1 V 
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und darum àhnlich wie vorhin 
(130) 16>-©|, ~{e-è) 


* I drj 


( 0 - 0 ) ^B{Q + Q^)0. 


Wir wenden uns jetzt der Integro-Differentialgleichung (100) zu und ver- 
suchen, sie durch sukzessive Approximationen aufzulôsen. Wir setzen 




(131) + + + 

5 / = 1 

y Cs + //' Cs da’= s - Rn^ Z W r, u, + i7(A , Q . 


Schreibt rnan zur Abkürzung 

m 

(132) 

^ / = 1 

= P{s,X,r-^,...,rJ = P, 

so lautet die Lôsung der nichthomogenen Integralgleichung 

(133) y,^+^f^^'d<^ = s-Rn^ZwriUr + n{X,l], 

unter g eine gegebene, nebst ihren Ableitungen stetige und 

einer zu (65) analogen Ungleichheit genügende Ortsfunktion verstanden, 

(134) g = P+0{A,Ç). 

Nunmehr folgt aus (131) 

Ci = P, 

(135) C 2 = P + 0{A,Ci}, 

C3 = P+0{A,C2}. 




Den Entwicklungen auf S. 57 gemâB bat gewiB stetige partielle Ab- 
leitungen erster Ordnung in bezug auf | und rj. Ist, wie wir zunâchst an- 
nehmen wollen, 


(136) 


1 ^ ! 
i ^ 1 ; ' 


dS 


!£iil 

I , 


so hat auch stetige Ableitungen erster Ordnung. Erfüllt die zweite 
Nâhenuig Ungleichheiten, die zu (136) analog sind, so hat die dritte 

Nâherung ^3 stetige Ableitungen usw. Es ist jetzt nicht schwer 

zu zeigen, daB, wenn hinreichend klein gewâhlt wird, die sukzessiven 
Nâherungen unbegrenzt fortgeführt werden kônnen. 
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Vor allem überzeugt man sich leicht, daB 

(137) |P1. ]|^jsa.c, 

gesetzt werden kann, unter ai eine Konstante verstanden wie spàter 
unter ag, ag, Betrachten wir jetzt die quadratische Gleichung 

(138) :7r = aji^i + ^ . 

Sie hat, wenn i^i hinreichend klein ist, zwei positive Wurzeln; die 
kleinere, sie heiBe Jr*, konvergiert mit zugleich gegen Null. Es gilt also 

(139) = aii^i + A[jtl + . 

Wir wâhlen so klein, etwa daB wird. 

Nach (135) und (137) finden wir nunmehr vor allem, wenn wir 
Di ^ ^1 annehmen, 

(140) Max {j C, I , ' Il 1 . 1 111} ^ rir* g 6 . 

Ans (135), (129) und (137) folgt, da diesmal für Q offenbar jr* zu 
setzen ist, 

(141) MaxIjCîL II , |||}^aii?i + ^(?rH-jr*i2i) = jr*^e. 
Ebenso findet man 


^ ofLiQi 


< jr* < 6 . 


Max 1^3, , 




l 

• [àf] i 


■■ 


Damit ist unsere Behauptung bewiesen. Und nun der Konvergenz- 
beweis. Ans 

(143) Cn=P+0{A,C„-i) und C«+i=P+6>{A,C„} 

J 

folgt mit J„ = C„+i — C«. 

(144) 3n = <9U.C«)-0{^.C„-i}, 

darum nach (130), da diesmal für ü und f?, entsprechend und 
eintreten. 


Max , 3 „|, 




(m^ 2). 


^B(^r*+^f,).Max{|3„_,l. {n^2). 

Da mit üi gegen Null geht, so kann man so klein wâhlen, etwa 
daB ^,|e ^ £* und 

(146) B{e*+d^)^q<l 

wird. Man sieht jetzt ohne weiteres, daB die unendlichen Reihen 

Cl+ (f2'“ Cl) + • • •» 

|T + ;â-(C2-Ci)+ •••. l| + â^(C2-Ci) + ... 


ài ' â$ 


dïf dri 


(147) 



60 Neue Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft einer gegebenen Figur. 


gleichtnâBig wie geometrische Reihen konvergieren. Die Funktion 
(148) C-Ci+(f2-Ci)+... 


hat augenscheinlich stetige partielle Ableitungen erster Ordnung, genügt 
den Ungleichheiten 


(149) 




<?C| 


di\’ 

drj 


^ 6* ^ 


und erfüUt, wie man sich leicht überzeugt, die Integro-Differential- 
gleichung (100). Aus (116) folgt zunâchst, wenn man ^ = Cn ^^wa 
Cy==Max|C setzt, 

(150 ) 


für w~>oo, und zwar für aile |s| , |A| , j^il , . . \ rm\ ^^2 V) 

auf S gleichmàBig. Die Beziehung 

m 

(151) v» + //' n{x, Cn-i) 

s /=-•! 


ergibt aber nach Grenzübergang in der Tat die Gleichung (100). Die ge- 
fundene Lôsung ist die einzige, die für aile ls| , [A] , |ri| , . . ^^2 

der Ungleichheit (149) genügt. Wàre nâmlich C andere ebenso be- 
schaffene Lôsung, so würden wir aus 

(152) C=P+@{A,C} und Cn=P+0{A,C«-i} 

nach (130), wenn wir zur Abkürzung 

(163) Max{!C-C„!, !~(C-C„)j, 

setzen, 

(154) in^B{e*+d,)i,^, 


erhalten. Wegen (146) ist augenscheinlich 

limt^=0, darum C = w. z. b. w. 

«-►00 

Den vorstehendenBetrachtungen lag die Integro-Differentialgleichung 
(75) zugrunde. Es liegt auf der Hand, daB sich nichts Wesentliches ândert, 
wenn wir von der Integro-Differentialgleichung (81) ausgehen, d. h. an- 
nehmen, daB die Winkelgeschwindigkeit eine vorgegebene Funktion des 
Abstandes von der Rotationsachse ist (vgl. die FuBnote ^®). 

Die Funktionen der Folge (n = l, 2, . . .) sind für aile reellen oder 
komplexen A, Sj, . . s^, in dem Gébiete |A| , |5i| , . . |r^|< ^^2 

analytische und regulàre Funktionen der obigen Parameter. 


Wir bezeichnen mit s^, . . die Werte der abteilungsweise konstanten 
Funktion s auf ^S, . . ^5. 
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Betrachten wir den auf S. 43 eingefûhrten Ausdruck 

(155) J 

* S ^ S 

und nehmen wir an, daB C eine in gewissen Kreisgebieten um den Ko- 
ordinatenursprung erklârte analytische und regulâre Funktion der 
komplexen Parameter . . .,Vf^ sei. Das gleiche gilt dann, wie unter 
Zuhilfenahme des Cauchyschen Intégrais unmittelbar gezeigt werden 

kann, auch für |4, Das Intégral J ist in t und Vi,. . .,Vf^ analytisch 

s -S 

und regulâr, und da der Grenzübergang gleichmâBig ist, so gilt das 

d^Vf d^-^J 

gleiche auch für /. Auch die Differentialquotienten sind 

in ^> 1 , . . . , Vf^ und t analytisch und regulâr. In der Entwicklung 

(156) (Fl — F) = Fd) + F(2) + F<3) + . . . 

sind mithin aile Funktionen (m = 1, 2, . . .) in bezug auf 
analytisch und regulâr. Die Reihe konvergiert unbedingt und gleich- 
müBig. Demnach ist auch der Ausdruck F^^^ + F^^^ + . . . in bezug auf 
v-^, . , analytisch und regulâr. 

Aus (135) folgt ohne weiteres, daB Ci in bezug auf A, Sj, . . 
ri, . . analytisch ist. Nach dem soeben Bewiesenen gilt das gleiche 
für 77{A, Cl}; für sind diesmal A, Sj, . . s,, rj, . . ein- 

zuführen. Auch der Ausdruck 


(157) r-U/7'{A,CxV<^=lim \ 

J r £>->0 

^ s~s 

demnach auch C 2 ist in bezug auf A, Sj, . . . , 5^^, rj, . . ., analytisch. 
Man überzeugt sich jetzt nacheinander, daB aile Cr, dieselbe Eigenschaft 
haben. Das gleiche gilt des gleichmâBigen Grenzüberganges halber auch 
für C= lii" Cn- 

71—^00 

Es sei 


(158) 


f=2’«v 




A’'^^ 




Aus der Cauchyschen Integraldarstellung folgt, daB die Funktionen 
in bezug auf C nnd 7 ] stetig sind und stetige partielle Ab- 
leitungen erster Ordnung haben. Die unendliche Reihe (158) kann glied- 
weise differentiiert werden®’. 

Führt man in (100) für C den Ausdruck (158) ein, so gewinnt man 
Beziehungen zur Bestimmung der Funktionen Gesetzt, 


Vgl. die analogen Ausführungen auf S. 45. 

Vgl. loc. cit. b) S. 163 sowie die Ausführungen auf S. 45. Dort handelt 
es sich um ganz analoge Betrachtungen. 
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die Funktionen (^o + ^i+* • * + seien bereits er- 

mittelt. Man erhàlt dann zur Bestimmung der Koeffizienten avo,..v^^m 
(vq + Vi+. , . + î'a+m== n + l) Integralgleichungen von der Form 

(159 ) ip UyQ . . . ^ f 9t . y^^^^ (lO = Ay^ . . . y^^^^ . 

Der Ausdruck Ay ^ . . . ist der Koeffizient von A f i 

(^ 0+ ^1 + • • • + + Polynom, das man erhâlt, wenn 

man in 

m 

s-R2X+2:tpr,u, + n{k,C} 

/=i 

für C das Polynom 

2!^yo^..yç+m (^0 + ^1 + • • . + ^ 

einsetzt. Die Integralgleichung (159) bestimmt ay^,,,y^_^,,„ vollstàndig. 

Anstatt, wie es in dem Vorstehenden geschehen ist, von den sukzes- 
siven Approximationen auszugehen und die Entwicklung (158) nach 
Potenzen der Parameter auf funktionentheoretischem Wege abzuleiten, 
kônnte man der Betrachtung von vornherein eine Darstellung von der 
Form (158) zugrunde legen und den Konvergenzbeweis nach einer 
Majorantenmethode durchzuführen versuchen. Diesen Weg ist Liapou- 
noff bei seinen Untersuchungen gegangen. Wie bei der Ableitung der 
fundamentalen Integro-Differentialgleichung (11) verlàBt Liapounoff 
auch bei dem Konvergenzbeweis nirgends das Gebiet des Reellen. 

10. Diskussion der Verzweigungsgleichungen. Damit die von uns 
vorhin gefundene Lôsung der Integro-Differentialgleichung (100) der 
fundamentalen Integro-Differentialgleichung des Problems (75) genüge, 
müssen noch die Verzweigungsgleichungen 

(160) r^+lfyulC'do'=0 {l = ï,....m) 

erfüUt sein. Hat, wie wir zunàchst annehmen wollen, T eine Symmetrie- 
ebene durch die ^-Achse, die wir zur Ebene y = 0 wâhlen, jedoch keine 
Rotationssymmetrie um diese Achse und sind nur bezüglich der Ebenen 
z = 0 und y = 0 symmetrische nichttriviale Nullôsungen vorhanden, 
so sind diejenigen beiden Gleichungen (160), die zu den Werten 
/ = 1 und 2 gehôren, identisch, d. h. für aile Werte von r^, . . 
erfüUt, wenn man ^^ = ^2 = 0 setzt. Mehr als dies, sind die Nullôsungen 
(^ 1 ^ fn) so beschaffen, daB sie beim Übergang von a zu 
oder zu in den entgegengesetzten Wert übergehen, wâhrend 
beim Übergang von g zu a* und a* unverândert bleiben, 
so werden aile Gleichungen (160), die zu den Werten 1 = 1, . , . , 
gehôren, identisch erfüUt sein, sobald man ri = r 2 = - • setzt. 

Es erweisen sich nàmlich, wie man leicht sieht, aUe sukzessiven Nâhe- 
rungen und darum auch die Lôsung C in bezug auf die Ebenen z = 0 
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und y =0 als symmetrisch, 


(161) 




Augenscheinlich sind darum die ersten Gleichungen (160) tatsâchlich 
erfüllt. Ob es neben den gefundenen Lôsungen weitere Lôsungen gibt, 
bleibt dahingestellt (vgl. die Ausführungen auf S. 67). 

Hat insbesondere T Rotationss 3 mimetrie um die x:-Achse, so ist 
U 2 ^ 0 y ^ 2 = 0 , wâhrend die von % linear unabhângigen NiiUôsungen 
entweder von der Gestalt ^{è) sind oder sich zu Gnippen von der 
Form ^i(ê)cosÆb, fji(ê)sin^b vereinigen lassen. Es môge der Einfach- 
heit halber nur ein Paar von Lôsungen und W 4 der zuletzt genannten 
Art vorhanden sein. Wir nehmen an, daB ^i(ê) in bezug auf die 
Ebene^=:0 symmetrisch ist. Wie wir gleich zeigen werden, haben jetzt 
aile Gleichgewichtsfiguren in der N achbarschaft von T mindestens eine durch 
die z-Achse hindurchgehende Symmetrieebene, Wir brauchen im vorlie- 
genden Falle diese Eigenschaft nicht als eine besondere Annahme oder 
Forderung einzuführen. 

Es môge zunâchst 


^^C(Çi(ê)sin^b^ia=|= 0 , hingegen ^ xp coskh da = 0 


sein. Wir setzen 


b = ^^ + b. 


Die Funktionen ^{ÿ)Qoskb und 5i(ê)sin^b sind NuUôsungen der 
Integralgleichung (83). Offenbar ist sin^b^^cr=--0. Aus der 

Integro-Differentialgleichung (100) folgt, daB die Ebene b==0, d. h. 

7Z 

b= 2 X Symmetrieebene der Figur ist. 

Es sei jetzt ferner 


5i(0) sin^b 4 = 0, ^ 3i(^) coskhda = 4 = 0. 


Wir wâhlen koiQ so, daB J^^^i(ê)sin^(b + ao)^^y = 0 ausfàllt. Setzt 

man b +ao~ b, so findet man wie vorhin, daB die Ebene b — — ao eine 
Symmetrieebene der Figur ist. Jetzt ist j*y>CSi(^)sin^b^?cy=0. 

Wir kommen in allen Fàllen zu dem Résultat, dap es hier môglich ist, die 
Figur Tj so zu orientieren, dafi ^ 4=0 wird, dafi mithin die Ebene 
y=0 zur Symmetrieebene hat. 


Man beachte, daÛ, wenn die betrachteten Symmetrieeigenschaften 
hat, diese auch den zugehôrigen Funktionen F, somit auch 

und //{A, C„} zukommen. Da (a, </) = 3^ crj,) = 31 (tr*. a*') folglich auch 

= = ist. so gilt auch C„+i(cr) = Cn+i(<r*) = Cn+i(0* 

Übrigens sind auch aile Koeffizienten avo...Vÿ+m = = — 0) in bezug 

auf die Ebenen y — 0 und z — 0 symmetrisch. 
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Wie wir wissen, ist die Ebene 0 allemal eine Symmetrieebene der 
Konfiguration, so daC man, auch wenn eine Symmetrieebene durch die 
Rotationsachse nicht existiert, stets fi=0 setzen und erwarten kann, 
daB sich die Anzahl der Gleichungen auf (m — 1) rednziert. Wie E. Hôlder 
zeigte®®, hestehen zwischen den m Gleichungen zwei identische lineare Be- 
ziehungen, so dafi sich die Anzahl der Verzweigungs gleichungen stets auf 
m —2 zurückführen là fit, Wir schlieBen uns in dem Folgenden derDar- 
stellung von Herrn E. Hôlder an. 

Wird, wie auf S, 57, zur Abkürzung 

(162) s-R^X-\- n{X, C) = s, C} 


gesetzt, so findet man aus (100) für aile A, s^, . . s^, r^, , . 


/% / /t > 

(163) yC + — n{À,s,C} y)UiUi+ j f' yi'u'iC'da' 


wo in den Klammern rechts die linken Seiten der Verzweigungsglei- 
chungen (160) erscheinen. Multipliziert man rechts und links mit fu^ 
und integriert über S, so erhàlt man wegen 


(164) ^f'(puj,l^da + ^f Uj, C da' == j f C da (ip Uj, + jLu'^da'\ = 0 

O CO c \ c / 


zunâchst 

(165) 


Uk = '/ / Mf n{X, s. C] da = r* + / /' f'tikC'da'. 


Nach (165), (162), (75) und (158) erhalten wir für die Verzweigungs- 
gleichung 77^=0 einen Ausdruck von der Form 

(166) s ,=1 jS 

Br, s:* . . . (r, + ri + . . . + > 1) : 

weiter ist nach (163^ und (165) 

(167) i U,{X„ Y,. Z,) - i U{X. y. Z) - s = i U,{X,. Y„ Z,) - C, 

n ^ 

= wC -\- y-^' da' — n{X, s, C) = y>^ui rii. 

S ^=1 


unter eine gewisse auf S erklârte, abteilungsweise konstante Funktion 
verstanden. Multipliziert man rechts und links mit fci (ci==Kosinus 
des von der Normale zu mit der 2 :-Achse eingeschlossenen Winkels) 


Vgl. E. Hôlder, a) Beitrage zur mathematischen Théorie der Gestalt des Erd- 
mondes, Sâchsische Berichte 78 (1926). S. 21 — 36, insb. S. 26; b) Mathematische 
Untersuchungen zur Himmelsmechanik 81 (1929), S. 197 — ^257, insb. S. 206 — 209. 
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und integriert über 5^, so findet man wegen 

Y,. Z,) c, da, = J/ ^ dr, = 0 

1 J* / ^1 ~ ^ 


(168) 


und Cl 


die Identitât 

(169) = 

I Si 

Ebenso findet man, wenn T keine Rotationssymmetrie um die z-Achse 
hat, die weitere Identitât 


(170) 

Die Déterminante 

(171) 


= 0 (yi = -^1*1 — 

! S, 

! // ^) Mj c, iffj, / j fu^c-i da^ 

I 

JffUirida^, JifthYidai 


konvergiert für A, Sj, . . s^, ^«->0 gegen 

// ^ c da, J f y) U2 c da j 


(172) 


J f u^y da, J f ym2y da i 


j = J f ‘i^iC da J f y) ii2 y da, 


und dieser Wert ist wegen «j— -const. -r, «g — -y gewiB von 
Nul! verschieden. Für hinreichend kleine | A | , | | . . . . , | | , | 1 , . . . , | | 

ist also auch (171) von Null verschieden, und die Gleichungen (169) 
und (170) sind gewiB nach 11^ und auflôsbar. Bei der Diskussion 
braucht man sich also um die Verzweigungsgleichungen 77^=0, T/g— 0 
gar nicht weiter zu kümmern; und kann man beliebige, dem ab- 
soluten Betrage nach hinreichend kleine Werte ^rteilen. Insbesondere 
darf man — 0 setzen. Wàre eine Gleichgewichtsfigur in der 

Nachbarschaft von T, die zu bestimmten Werten von A, Sj, . . ge- 
hôrt, und wâre yi + r2>0, so kônnte man, wie man sich ohne Mühe 
überzeugt, durch eine geeignete kleine Schraubung um die z-Achse 
in eine zu denselben Werten von A, Sj, . . . , gehôrende Gleichgewichts- 
figur überführen, so daB nunmehr r^-=r 2 —^ wird (vgl. loc. cit. ^^a) 
S. 250 — 251). Es sei m >2, und es môgen ^3, • . Werte bezeichnen, 
die sich durch Auflôsung der Verzweigungsgleichungen T/g^O, . . . , T/,n=0 
ergeben. Jede zu einem so gewonnenen System von Parameterwerten 
gehôrige Funktion bestimmt eine Gleichgewichtsfigur in der Nach- 


In (169) sind f, y), Ui (l~ \ , . . ., m) als Ortsfunktionen auf aufzufassen. 
Lichtenstein, Gleichgewichtsfiguren. 5 
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barschaft von T. Aile Gleichgewichtsfiguren dieser Art und damit die 
vollstàndige Lôsung des vorgelegten Problems erhâlt man durch eine 
beliebige Schraubung in der Umgebung von T. 

Ist insbesondere m~2, à. h. hat die Integralgleichung (83) lediglich 
die trivialen NuUôsungen und so erübrigt sich eine Diskussion 
der Verzweigungsgleichungen. Zu jedem hinreichend kleinen Werte von 
|Aj, \si\, . . \sg\ gehôrt eine, bis auf die vorerwâhnten Schraubungen 
um die ^-Achse vollkommen bestimmte Gleichgewichtsfigur in der Nach- 
barschaft von T (der „regulâre'' Fall). Hier bleibt evtl. nur noch die 
Frage zu béant worten, ob man so bestimmen kann, daÛ die 

den Gebieten zugeordneten Massen der neuen Flüssig- 

keitsverteilung vorgeschriebene Volumina in der Umgebung der Aus- 
gangsvolumina haben. Wir werden auf diesen Gegenstand in einem 
anderen Zusammenhang etwas spâter zurückkommen und bemerken im 
Augenblick, daB man zu den Verzweigungsgleichungen 

(173) 77^ = 0,.. 

auch noch auf einem anderen Wege, ohne die auf S. 54 in Anlehnung 
an E. Schmidt benutzte Kernzerspaltung, gelangen kann. Die funda- 
mentale Integro-Differentialgleichung (75), die wir jetzt in der Form 

(•’*» C+lj'-Cdc-=^niA,s.c] 

S 

schreiben kônnen, hat nach bekannten Sâtzen Losungen nur dann, 
wenn die Integralbeziehungen 

(175) /7i. = //%.//{A,s,C)<^(J = 0 (/i: =1, . . . , w) 

.S 

erfüllt sind®^. Die Lôsung erscheint in der Form 

(176) c= s, C} -fwy) s', c'} + i;r, 

y’ s y’ i=\ 

unter $ (a, a') eine Psçudoresolvente des Kernes — (vgl. die FuBnote ^^), 

unter fi Parameter verstanden, die den Beziehungen (175) gemàB zu 
bestimmen sind. Wir haben augenscheinlich die Verzweigungsgleichungen 
(173) wieder gewonnen. Den zuletzt angegebenen Weg ist Liapounoff 
in seinen Untersuchungen über die Gleichgewichtsfiguren in der Nach- 
barschaft der EUipsoide gegangen. 

Vorhin war von dem ,,regulàren‘' Fall die Rede. Jedem System dem 
absoluten Betrage nach hinreichend kleiner Werte von X, , . . , 
entspricht im wesentlichen, d. h. abgesehen von den môglichen Schrau- 
bungen, eine Gleichgewichtsfigur in der Nachbarschaft von T. Das 


Man beachte, daû NuUôsungen der zu f -|- 
Integralgleichung sind. 




adjungierten 
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gleiche gilt, falls T die Ebenen 2 := 0 und y— 0 zu Symmetrieebenen hat^ 
wenn es ein vollstândiges System nichttrivialer Nullôsungen gibt, die 
beim Übergang von a zu or# oder aber zu a* allemal den Faktor 
erhalten. Denn jetzt kann man r^--- 0 setzen und da, wie wir 

schon früher gesehen haben, sich f(or) =f(or#) ergibt, so sind 

aile Verzweigungsgleichungen erfüllt. Ob damit auch aile Lôsungen des 
Problems gefunden werden, ist allerdings eine Frage für sich * 2 . 

Im allgemeinen bringt erst eine Diskussion der m —2 Verzweigungs^ 
gleichungen //g — 0, . . 77^ einen AufschluB über dieExistenz, Re- 

alitât und Vielfachheit der gesuchten Gleichgewichtsfiguren in der 
Nachbarschaft von T. Um einen Begriff über die Mannigfaltigkeit der 
môglichen Fâlle zu geben, woUen wir im folgenden den besonders ein- 
fachen Spezialfall einer aus einem einzigen Flüssigkeitskôrper bestehen- 
den Gleichgewichtsfigur (^=1) mit zwei Symmetrieebenen und nur einer 
nichttrivialen, in bezug auf die Ebenen y=0 und symmetrischen 
Nullôsung einer nàheren Betrachtung unterziehen®^. Es kann sich dabel 
zunâchst um einen Kôrper handeln, der keine Rotationssymmetrie um 
die ^-Achse hat. Dann ist 3, %(cr) = %(or*) = %(or#). Es kann femer 
5 ein Rotationskôrper um die ^-Achse sein. In diesem Falle (in dem, 
wie wir wissen, U 2=0 ist) gibt es entweder eine einzige nichttriviale 
Nullôsung der Form Paar von Lôsungen der Form 

ÿi(ê)cos^b, %i(è)sinkb. Wir nehmen im Einklang mit den obigen 
Festsetzungen an, daB und 5i(ê) in bezug auf die Ebene .2:=0 
symmetrisch sind, und setzen k — 2k^ voraus. In dem zuletzt genannten 
F" aile wird von vornherein r^=0 gesetzt, einzige 

nichttriviale, in bezug auf die Ebenen y==0 und 2:=0 symmetrische 
Nullôsung®^. 

Da ^ = I ist, so darf man s = 0 annehmen; ferner kann ^ 1 =^ 2 =^’ 
gesetzt werden. Die einzige jetzt vorliegende Verzweigungsgleichung er- 
hait damit nach (166) die F\)rm 


(177) 


AA + ^(A , ^3) == 0, A == f 

s 


Vgl. die Ausfiihrungen auf S, 63. Ob es Flüssigkeitskôrper T dieser Art gibt,. 
bleibt dahingestellt. 

Den allgemeinen Fall, daB T keine durch die z-Achse hindurchgehende 
Symmetrieebene hat, betrachten wir weiter unten S. 72. 

Man beachte, daB, wenn k ungerade ist, 5i(è)cos^b in zwei in 

71 

bezug auf die Ebene x = 0, oder, was dasselbe ist, die Ebene b ==- 2 ", sym- 


metrischen Punkten entgegengesetzt gleiche Werte annimmt. Es gilt diesmal 
— y)y)'(Uj^u[ -j- «3 Wg + W 4 « 4 ) . Man vergleiche in diesem Zusammenhang die- 
auf die Formel (161) folgende Bemerkung, 


5 * 
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Es sei zunâchst A +0, und es gebe ein erstes A nicht enthaltendes 
Glied BqitI (Î^2) der Potenzreihe, das nicht verschwindet. Die Ent- 
wicklung von in der Umgebung des Wertes A = 0 ist von der Form 

( 178 ) = 

unter wie spàter unter . gewisse im NuUpunkt ver- 

schwindende Potenzreihen verstanden. 

Ist I eine gerade Zabi, so gibt es zwei reelle Reihen von Gleich- 
gewichtsfiguren. Sie gehôren zu denjenigen dem absoluten Betrage nach 
hinreichend kleinen Werten von A, deren Vorzeichen mit dem Vor- 
A 

zeichen von — übereinstimmt. Von der betrachteten Figur gehen 

für A^<0 zwei Arme von Gleichgewichtsfiguren aus. 

Ist f ungerade, so geht von T, wie man leicht sieht, für A>0 und 
für A<0 je ein Arm von Gleichgewichtsfiguren aus. 

Es sei nunmehr A = 0 und jBo 2 + 0 . Die Gleichung (177) nimmt jetzt 
die Gestalt an : 

(179) 5o2r| + + ^20^^ + • • * — 


Sie hat, wenn Bfi— 4 ^ 02 ^ 20 +^ ist, zwei Lôsungen von der Form 


(180) 


^3 = -2 A + 5P<*)(A). 


Ist der Ausd’-uck unter dem Wurzelzeichen positiv, so gibt es zwei sich 
in T kreuzende regulàre Reihen von Gleichgewichtsfiguren. Ist 
Bh — 4Bq2-®2o<0, so gibt es in der Umgebung von T keine neuen 
(reellen) Gleichgewichtsfiguren; T ist eine isolierte Figur. 

Sei endlich Bh — 4Bo2i^2o^O, und es moge B^o nicht verschwinden. 
Wir kônnen ohne Ekischrànkung der Allgemeinheit J5o2>0, demnach 
auch Bgo^O annehmen. Für (179) kônnen wir jetzt setzen 


(YBo,r, + fB,oX)^+ ...=0. 

Wir führen hier 

r3=-i;I^A+ -I l 

ein und erhalten 

(181) r|+...=0. 

Es sei BjqX^ das erste nicht enthaltende Glied hôherer Ordnung 
in (181), das nicht verschwindet. Es gilt 





demnach 

(182) 
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^3 = - [- .... 

Ist 520= 0, demnach auch Sn—O, so finden wir einfacher 


(183) 




4. 


Es môge jetzt zugleich A==0, 5 o 2=0 ausf allen; hingegen seien 

5ii + 0, 52 o 4 = 0 . Die erste nicht verschwindende Potenz von in (177) 
sei r% {n>2). Die Gleichung (177) nimmt jetzt die Gestalt an 


(184) +Bonrl+BonA^ + . . . + HB,o^+B,,Â^ +B,,rl +...)= 0. 
Für ^3 erhâlt man die beiden Entwicklungen 

1 

(185) = +$<'•) (A). ,3==[_|”a]”-^+...’. 

Die eine liefert eine regulâre Reihe von Gleichgewichtsfiguren, die 
andere zwei Arme von Figuren, die (für gerade n) den Werten von A 
verschiedenen oder (fürungeradew) des gleichen Vorzeichens entsprechen. 

Die vorstehenden Entwicklungen gelten, worauf zu Anfang dieser 
Nummer bereits hingewiesen wurde, sinngemàB auch, wenn T ein 
Rotationskôrper um die ^-Achse ist und die Integralgleichung (83) auBer 
der trivialen Lôsung {U 2 ist nur noch ein Paar Nullosungen von 
der Form ^ 3 “-^ 5i(è)cos^b, ^^ 4 =^ ^i(ê)sin^b, (5i(ê) bezug auf die 
Ebene ^=0 symmetrisch) hat. Wie wir wissen, hat man, da ^ 4—0 ge- 
macht werden darf, hier so zu verfahren, wie wenn nicht vorhanden 

wâre, nur ist für der Ausdruck - — y) y)' u^u^) einzu- 

Q 

führen. Wie wir jetzt zeigen wollen, bietet dieser Fall noch einige wich- 
tige Eigentümlichkeiten dar. 

Setzt man 0, so ergibt die Integro-Differentialgleichung (75), 

wie man leicht sieht, für C eine in bezug auf die Ebenen z~0 und 
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b == 27 ; (^= 0, 1 , . . . , (2^ “!)) symmetrische Lôsung. Es sei Si die 
Flâche C=f(f. >/)• Offenbar ist für diese, in der Tat, r^=-0. 

Wir denken uns jetzt die Koordinatenebenen x=0 und y ==0 um 

irgendeinen Winkel 0q<^ gedreht. Das neue Koordinatensystem 

heiBe x\ y', z. Die Integralgleichung (83) hat augenscheinlich ein System 
nichttrivialer Nullosungen, das in leicht ersichtlicher Schreibweise in der 
Form fÇi(ê)cos^b', fÇi(ê) sin^feb' dargestellt werden kann. Wie man 
leicht sieht, folgt für aus r^--r^~0 auch r^— r^^O. Aus dem 

n TC 

Eindeutigkeitssatz schlieBen wir, daB auch die Ebenen b' = 2 ]^ 

(w=0, 1, . , (2^—1)) Sympietrieebenen des Kôrpers sind. Also hat 

2\ Rotationssymmetrie um die < 2 :-Achse. 
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Die Figur T gehôrt demnach einer regulàren Reihe von Gleichgewichis- 
Jiguren mit Rotationssymmetrie um die z~Achse an, Sie kann dabei zugleich 
den Ausgang für einen oder mehrere Arme weiterer Gleichgewichtsfiguren 
bilden, Man überzeugt sich àhnlich wie vorhin, dafi diese Figuren k Sym- 

metrieebenen b=0, ^ haben. 

Offenbar mufi im vorliegenden Falle die linke Seite der Verzweigungs- 
gleichung (177) r^ oder eine Potenz von r^ als gemeinsamen Faktor ent- 
hait en. Mit anderen Worten ist jetzt 

A-0, = 0 (/>1). 

Ist .^02 + 0, + so geht (177) nach Kürzung mit r<^ über in 

^02 ^3 + ^11 ^ + • • • = 0 . 

In T kreuzen sich zwei regulâre Reihen von Gleichgewichtsfiguren, 
von denen eine, wie wir soeben sahen, aus Rotationskorpern besteht. 

Es sei jetzt weiter Rh+O, und es sei B^^r\ [n>2) das 

«rste A nicht enthaltcnde Glied, das nicht verschwindet. Die Gleichung 
{177) gibt nach Kürzung mit r^ 

^ii/ + rl~^ + . . . = 0. 

Von T gehen auBer der regulàren Reihe von Kôrpern mit Rotations- 
symmetrie um die < 2 :-Achse noch zwei Arme von Gleichgewichtsfiguren 

0 ^ ^ J \ ^ 

mit den k Symmetrieebenen b“0, , • • •> - aus. 

Ist T ein Rotationskôrper, hat ferner die Integralgleichung (83) nicht' 
triviale Nullôsungen, die sàmtlich von der Form ^(é) (^(^) in bezug aiif 
die Ebene 2:=~0 symmetrisch) sind, so sind aile Nachbarfiguren Rotations- 
kôrper um die z-Achse. 

Man gehe in der Tat von dem Koordinatensystem x, y, z zu dem 
System x', y', z über. Die Gleichgewüchtsfigur genügt einer zu (100) 
analogen Integro-Differentialgleichung, in der r^^ r^, r[~ r^, , . . ge- 
setzt werden kann. Offenbar ist die Ebene y'—O, demnach jede durch 
die 2 -Achse hindurchgehende Ebene eine Symmetrieebene des Korpers. 

Es sei noch einmal T ein Rotationskôrper, und es moge (83) ein und 
nur ein Paar nicht trivialer Nullôsungen: 5i(^)c^s^b, 5i(0)sin^b 
(^i(ê) in bezug auf die Ebene symmetrisch) haben. Wie wir schon 
wissen, gehôrt T gewiB einer regulàren Reihe von Gleichgewichtsfiguren 
mit Rotationssymmetrie um die ^-Achse an. Wir nehmen ferner an. daB 
von T ein Arm von Gleichgewichtsfiguren 0, die keine Rotationskôrper 
um die jar-Achse sind, ausgeht. Es sei T ein Kôrper aus0, und es sei û,, 
die einer Drehung um die z-Achse entsprechende triviale (normierte) 
Nullôsung der zu T gehôrigen zu (83) analogen Integralgleichung. 
Geht nun T in T stetig über, so konvergiert u^ gegen eine normierte 
Nullôsung der Integralgleichung (83). Da nun beim Übergang von a 
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zu (T* das Vorzeichen wechselt, so ist mithin 


Jim ^2 = sin ^ b . 
r->r 

Setzt man in naheliegender Schreibweise (vgl. S. 49) 


so ist offenbar 


y X h — Y a ~ Cu^y 


lim C = 0. 

T->r 


Sei jetzt T irgendeine Gleichgewichtsfigur, die die Ebenen a;= 0, 
y — 0, 2 := 0 zu Symmetrieebenen bat, und es môge (83) nur eine nicht- 
triviale Losung haben. Diese sei in bezug auf die Ebenen y=0 und 
xr=r. 0 symmetrisch und nehme in den Punkten, die in bezug auf die 
Ebene symmetrisch liegen, entgegengesetzt gleiche Werte an. Die 
Figur T gehôrt sicher einer regulàren Reihe von Gleichgewichtsfiguren 
an, die in bezug auf die Ebenen a;— 0, y—O, symmetrisch sind. 
Man gewinnt sie, wie man leicht sieht, indem man in der Integro- 
Differentialgleichung (100) rg—O setzt. 

Wir kehren jetzt zu der Verzweigungsgleichung (177) zurück und be- 
trachten nur noch den weiterenbesonderen Fall, daB A und aile B^i ver- 
schwinden. Die Gleichung (177) ist alsdann identisch erfüUt. DieFunktion 

(186) C = >'3«3- l + + 

S 

erfüllt für aile hinreichend kleinen Werte von \ r^\ und |A| die Integro- 
Differentialgleichungen (100) und (75). Wie auf S. 38 ausgeführt, kann 
man durch eine Àhnlichkeitstransformation erreichen, daB aile aus (186) 
zu gewinnenderi Gleichgewichtsfiguren dasselbe Volum^ haben. Zu 
einem jeden hinreichend kleinen Wert von |A| gehôrt demnach eine stetige 
S char von Gleichgewichtsjiguren gleichen Volumens. Setzt man in (186) 
insbesondere A — 0, so erhalt man nach einer weiteren Überlegung ohne 
Mühe eine stetige Schar von Gleichgewichtsfiguren gleichen Volumens 


oo 

(187) C = ^8^oo+ 

.« 3-2 

die zu dem Werte co der Winkelgeschwindigkeit gehôren und augen- 
scheinlich nicht aus T durch eine Schraubung um die Rotationsachse 
abgeleitet worden sind. 

Die Existenz einer so beschaffenen Schar von Gleichgewichtsfiguren 
ist also eine notwendige Bedingung dafür, daB der jetzt betrachtete be- 
sondere Fall eintreten kann. Gleichgewichtsfiguren dieser Art sind nicht 
bekannt. Bei den Maclaurinschen Ellipsoiden kommt dieser Fall, wie 
Liapounoff durch eine ins einzelne gehende Diskussion der Verzweigungs- 
gleichung gezeigt hat, nicht vor®®. 


Vgl. A. Liapounoff, loc. cit. Abh. b) S. 214 — 215, Abh.c) passim, insb. S. 2. 
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Zu analogen Resultaten gelangt man, wenn man allgemeiner ÿ > 1 , 
w > 3 annimmt. 

Aus den soeben durchgeführten Betrachtungen folgt, dafi gewiB 
— 0 ist, wenn T zu einer regxilâren Reihe von Gleich- 

gewichtsfiguren gehôrt. Das gleiche gilt allgemeiner allemal, wenn 
q=\,m'^Z ist. Setzt man in (166) s = 0, 

und geht man nach Division mit A zur Grenze A= 0 über, so findet man 
in der Tat 

(188) jf^R^u^da = (i, .... = 

Die Betrachtungen auf S.67ff. gelten sinngemâB, auchwenn T keine 
Symmetrieebene durch die .sr-Achse hat, sofem w = 3 ist, Denn auch 
jetzt dürfen wir ^1 = ^2 — 0 setzen, so dafi die einzige in Betracht zu 
ziehende yerzweigungsgleichung die Form (177) erhâlt. 

Im AnschluB daran sei noch auf einige Integraleigenschaften der NuU- 
lôsungen von (83) hingewiesen. Wir nehmen zunàchst q= 1 an. Es gilt 

(189) ïuj^da = 0 (^ = 1. ...,w) 

s 

und, falls co+0 ist, 

(190) ^Xuido^ ^Yu^da J X Z Uida ^ J YZ Uida = 0,^^ 

Ist aber q>l, so tritt an St elle von (189) die Beziehung 

(191) j]iUjiuda==0 (/ = !,.. m) 

jS 

ein, unter den Wert des Gesamtpotentials auf jS verstanden (vgl. loc. 
cit. « b) S. 173). 

Wir haben für die Ldsungen C der Integro-Differentialgleichung (75) 
eine nach Potenzen der Parameter A, Sj, . . . , s,,, die w— 2 

Verzweigungsgleichungen zu erfüllen haben, aufsteigende Reihe ge- 
wonnen. Wird nunmthr gefordert, daB die Volumina der einzelnen 
Massen von Ti vorgeschriebene Werte haben, so erhalten wir weitere q 
Integralbeziehungen. Ein neues Problem liegt hierbei nur für ^>1 vor. 
Ist 1 , so kann man s= 0 setzen und, wie schon früher einmal bemerkt, 
falls es dazu gehôrige reelle Gleichgewichtsfiguren gibt, demnach be- 
stimmt, wenn der regulàre Fall vorliegt, durch eine geeignete Âhnlich- 
keitstransformation zu der Figur vorgeschriebenen Volumens über- 

Vgl, A. Collet, Sur les solutions approchées de certaines équations intégrales 
non linéaires, Ann. de Toulouse (3) 4 (1912), S. 199 — 249, insb. Nr. 23 — 26; L. Lich- 
tenstein, loc. cit. b) S. 172 — 173; E. Hôlder, Über einige Integralgleichungen 
aus der Théorie der Gleichgewichtsfiguren rotierender Flüssigkeiten mit An- 
wendung auf Stabilitâtsbetrachtungen, Sâchsische Berichte 78 (1926), S. 3 — 20, 
insb. S. 3 — 10. 



Diskussion der Verzweigungsgleichungea. 


73 


gehep. Ist J > 1» so kann man durch ehie Ahnlichkeitstransformation 
nur erzwingen, daB bsp. ^ fi oder einen vorgeschriebenen Wert 
bat, unter fi das Volumen der /-ten Einzelmasse von verstanden. 

Wir beschrànken uns in dem Folgenden auf einige Bemerkungen 
über den einfachsten Fall ç — 2 und setzen überdies voraus, daB es sich 
um den regulâren Fall handelt. Wie wir wissen, dürfen wir jetzt = rg = 0 
annehmen und brauchen keinerlei Verzweigungsgleichungen zu be- 
trachten. Wir fragen, ob es in der Nachbarschaft von T weitere Gleich- 
gewichtsfiguren gibt, die folgende Eigenschaften haben. Sie gehôren zu 
dem Werte oy der Winkelgeschwindigkeit und bestehen aus zwei Einzel- 
massen vom Volumen + und unter fi bzw. fi das 

Volumen von iT bzw. g 7", unter ôgt) dem absoluten Betrage nach 
hinreichend kleine GrôBen verstanden. 

Offenbar ist jetzt Nach (117) gilt 

(192) = 

S 

unter § den zu dem Kerne 9î(<7, u ) =— — y) y}'{u^u[+u^u!^ gehôrenden 

lôsenden Kern verstanden. (Wir erinnern daran, daB der regulàre Fall 
vorliegt, somit w=2 ist.) 

Es gilt 

1 1 

(193) Ç di Je cos <ptd<Ji = ôiVi, JdtJecosfidai=ôi'o. 

0 iS, O ,5, 

Wir setzen 

(194) cos^tdOf = (aAi + bBf + cCf) d^ drj 

=21 a ded7i={l + E,t + E, fi) da. 


In die Funktionen und die, wie man sich leicht überzeugt, in bezug 

auf f vom ersten bzw. zweiten Grade sind, gehen nicht ein. 

Aus (193) und (194) folgt 

(195) jcda + ljE,eda + ~jE^eda = ô,t> 

|5 , S iS 

und analog 

(196) j Cda + E^eda + ij E^eda = ô^t), 

%S fS ,s 


demnach wegen (192) 


( 197 ) 


sJÇ^da-jj^,dad<A~Sijj^,dada'+... = àjp, 

gS iS '|S >5 fS 


^,dad(/j + ...=^6 fi. 
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Ist die Déterminante A der Glieder erster Ordnung in bezug auf 
und $2 von Null verschieden, so gehôrt zu jedem Paar dem absoluten 
Betrage nach hinreichend kleiner Werte (J^t) und 62 ^) eine Gleichgewichts- 
figur in der Nachbarschaft von T. Ist Zl-~0, so entsprechen einem 
System der Werte ^ 2 ^, allgemein zu reden, zwei oder mehr Gleich- 
gewichtsfiguren. Einzelne von diesen oder auch aile kônnten freilich 
imaginâr sein. 

Ganz analoge Entwicklungen gelten für q'>2. Betrachten wir eine 
aus drei Einzelmassen ^7, gT", aT (q=^^3) gleicher Dichte bèstehende 
Gleichgewichtsfigur mit den Symmetrieebenen z=0 und y=0 und 
nehmen an, daB die Ebene y — 0 wohl ^T, nicht aber zugleich 2 7" und 3 T 
trifft. Augenscheinlich liegen 2 7" und 3 T in bezug auf die Ebene y—0 
spiegelbildlich àhnlich. Ist T, wie wir weiter annehmen wollen, eine 
regulâre Figur, so erhalten wir zur Bestimmung einer zu demselben 
Wert der rWinkelgeschwindigkeit ay gehorenden Gleichgewichtsfigur in 
der Nachbarschaft von T, deren Einzelmassen die Volumina 
2 t)-f(Î 2 b, haben, ein zu (197) analoges System von drei Glei- 

chungen. Es môge die aus den Koeffizienten der Glieder ersten Grades 
in bezug auf $ 2 , S 3 gebildete Déterminante A einen von Null ver- 
schiedenen Wert haben. Dann gehort zu jedem dem absoluten Betrage 
nach hinreichend kleinen Wertsystem ^^b, 62 !^ > ^^rie 

Gleichgewichtsfigur in der Nachbarschaft von T. Wâhlt man igb + ^îab, 
so gelangt man zu einer Gleichgewichtsfigur mit nur einer Symmetrieehene, 

Wir werden in dem fünften Kapitel sehen (S. 155), daB es eine aus 
drei kongruenten Massen, die sich nur wenig von Kugelkorpern unter- 
scheiden, bestehende Gleichgewichtsfigur gibt, die folgende Eigen- 
schaften hal^ Die Schwerpunkte von {T, g F, 3 T liegen in den Eck- 
punkten eines gleichseitigen Dreiecks in der Ebene ^ = 0 , dessen Schwer- 
punkt der Koordinatenursprung ist. Die Seitenlângen L des Dreiecks, 
d. h. die Schwerpunktsentfernungen der Einzelmassen sind als groB im 
Verhâltnis zu ihrem als festgehalten zu denkenden Durchmesser D anzu- 
sehen. Das Ganze rotiert um die ^-Achse mit einer Winkelgeschwindig- 
keit a>, die für L->oo gegen Null konvergiert. Für hinreichend groBeL, 
somit hinreichend kleine co, sind die fraglichen Gleichgewichtsfiguren, 
wie E. Hôlder zeigte, regulàr. Darüber hinaus zeigte nun Hôlder, daB 
die Déterminante zl, von der soeben die Rede war, nicht verschwindet, 
und bewies damit als erster die Existenz homogener Gleichgewichts- 
figuren mit nur einer Symmetrieebene®’^. Ob es Gleichgewichtsfiguren 


«7 Vgl. E. Hôlder, loc. cit. s» b) S. 219—225. A. a. O. S. 209—219 findet sich 
noch ein anderer Beweis derselben Tatsache. DaÛ sich die Existenz von Gleich- 
gewichtsfiguren mit nur einer Symmetrieebene durch Betrachtung von Gleich- 
gewichtsfiguren in der Nachbarschaft einer Lagrangeschen Dreieckslôsung des Drei- 
kôrperproblems würde nachweisen lassen, hat zuerst E. Kâhler vermutet. Vgl. 
E. Kâhler, loc. cit. E. Hôlder a. a. O. S. 199. 
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mit gleicher Eigenschaft gibt, die aus einer einzigen Masse bestehen, ist 
zur Zeit noch eine offene Frage. 

Nun eine SchluBbemerkung allgemeiner Natur. Es sei irgendeine 
Gleichgewichtsfigur in der Umgebung nullter Ordnung des Flüssigkeits- 
kôrpers T. Das Volumen von T sei mit bezeichnet. Es sei zunàchst nur 
bekannt, daB aus {'^q) Einzelmassen besteht, von einer endlichen 
Anzahl geschlossener, doppelpunktfreier, stetiger (Jordanscher) Flâchen 
begrenzt ist und ein bestimmtes Volumen im Sinne von Peano und 
Jordan bat. Die Normale (v) in einem Punkte P auf S trifft dabei 5^ 
allemal in einem oder mehreren (sogar unendlich vielen) Punkten. In der 
Nachbarschaft einer Komponente von S kôiinen übrigens mehrere Kom- 
ponenten von liegen. Offenbar liegt auch t)i in der Umgebung von t). 
Wie wir wissen, kann man von durch eine Àhnlichkeitstransformation 
zu einem ebenfalls in der Umgebung von T gelegenen Kôrper übergehen, 
dessen Volumen gleich t) ist. Wir wollen darum von vornhei;ein t)i— ü 
voraussetzen. 

Es sei M der Hôchstwert der Entfernung eines Punktes auf von S. 
Es sei Tqi die Vereinigungsmenge der beiden Mengen T und und Tqi 
ihr Durchschnitt®®. Das Volumen der Menge Tq^—Tqi heiBeZioi. Offen- 
bar konvergiertZloi ^ür M~> 0 gegen NulL Es lâBt sich nun zeigen, daB, 
wenn M und |A| hinreichend klein sind, wenn etwa 

\X\^d^^d^ 

gilt, 

1. die einzelnen Komponenten von Sj denjenigen von S umkehrhar 
eindeutig zugeordnet werden konnen, 

2. dieGleichung von auf dieForm C=C(s>^^e>l) gebracht werden kann, 

3. die Funktion C stetige Ahleitungen aller Ordmmgen hai, Für coi->co 

konvergieren aile partiellen Ableitungen ^ V’ ^i) (a+/8 >0), 

die übrigens analytische und regulâre Funktionen von darstellen, 
auf S gleichmâBig gegen Null. Der Kôrper 1\ lie^t in einer Umgebung 
beliebig hoher Ordnung von 

Wir haben vorhin gezeigt (vgl. S. 60), daB die in 9. gefundene Lôsung 
der Integro-Differentialgleichung (100) die einzige Lôsung ist, die zu den 
vorgegebenen Werten von X, . . . , r^, . . . , r^ gehôrt, wenn voraus- 


D. h. die Gesamtheit der Punkte, die T und zugleich angehôren, 

Vgl. loc. cit. a) S. 270 — 276. A. a. O. findet sich ein ins einzelne gehender 
Beweis der Behauptungen 1. und 2. In dem besonderen Falle Maclaurinscher und 
Jacobischer Ellipsoïde als Ausgangsfiguren sind die fraglichen Aussagen schon 
früher von Liapounoff in der auf S. 32 genannten Arbeit dargetan worden. Was die 
Behauptung 3. betrifft, so folgt sie für a -[-/? = 2 ohne weiteres aus den Entwick- 
lungen meiner soeben genannten Arbeit. In dieser werden nâmlich im Gegensatz zu 
der II. Abhandlung (loc. cit. b) auch die zweiten Ableitungen von J betrachtet. 
Die allgemeine Aussage des Textes erledigt sich in âhnlicher Weise. 
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gesetzt wird, daB diese Werte, wie auch C, dem absoluten Betrage 

nach hinreichend klein sind. In Verbindung mit den soeben erwâhnten 
Behauptungen 1. und 2. ist damit gezeigt, daB die von uns unter Heran- 
ziehung der V erzweigungsgleichungen gefundenen Gleichgewichtsfiguren 
die Gesamtheit der Gleichgewichtsfiguren in der Umgebung von T er- 
schôpfen, die jolgende Eigenschaften hahen. Sie bestehen ans einer endlichen 
Anzahl von Massen, die von Jordanschen Flàchen begrenzt sind und ein 
bestimmtes V olumen im Sinne von Peano und Jordan haben, Das Volumen 
von T J liegt in der Umgebung des Volumens von T, die W inkelgeschwindig- 
keit coi liegt in der Umgebung von co. 

11. Rotierende Flüssigkeiten in einem AuBenfelde. Die Ergeb- 
nisse der Nr. 7. bis 9. lassen sich ohne Schwierigkeiten auf den Fall aus- 
dehnen, daB neben den bis jetzt allein betrachteten Anziehungs- und 
Zentrifugalkràften noch weitere Kràfte wirken. Wir nehmen zunachst an, 
daB T die Ebenen z~0 und y—Ozu Symmetrieebenen hat, daB die 
âuBeren Kràfte eine Krâftefunktion xG(x, y, z) haben, daB G{x, y, z) 
in einem Gebiete, welches T ganz in seinem Innern enthâlt, etwa ana- 
lytisch und regulâr ist und daB 

(198) G{x, y,z)=: G{x, -y, z) = G(x , y, —z) 

gilt’®. Das AuBenfeld kann insbesondere von der Anziehung starrer mit- 
rotierender Massen, die in bezug auf die Ebenen y = 0 und z~0 sym- 
metrisch verteilt sind, herrühren. 

Für die Grundgleichung (19) tritt jetzt die erweiterte Gleichung 

(199) V, (Xi, Z,) - F(.Y, y, Z) + G(A\, Y,, Z,) - G(X , Y, Z) 

= g (.Y2 + y2) _ ÿ- {xf + y?) + s 

ein. Wir setzen, wenn wieder (|, rj, C*) den Punkt {x, y, z) bezeichnet, 

( 200 ) G{x,y.z)^r{i,7),C*). 

Dann ist 

(201) G{X\.y„Z,)-G{X,Y,Z) 

"" ^ L + 2 Al. »?. 0) + . . . , 

demnach wegen (30) 

(202) i {VW + + yw +...)+ C + 2 SA . . . 

= (X^ + y*) - ÿ {Xf + Y^) + s . 

Die auf die Einheit der Masse wirkende kuBere Kraft hat die Komponenten 
dG dG dG 

x~, x-A— , Man beachte, dafi das Koordinatenkreuz und damit auch das 

ox ay oz 

Feld G(x, y,z) rotiert, und zwar einmal mit der Winkelgeschwindigkeit eu, das 
andere Mal mit der Winkelgeschwindigkeit cOj. 
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Die Schwerkraft im Punkte (|, rj) steht auf S senkrecht und ist 
(positiv nach auBen gerichtet) gleich 

(203) + = 

Aus (62), (203), (202) ergibt sich 

{204:) y)C + j s- Rn- ~~ {a^+ b^)C^-2RrU 

S 

- {a^ + 62) A ^2 _ i {vm + F<3) + 

Diese Integro-Differentialgleichung tritt an Stelle der Gleichung (75) ein. 

Es môge das AuBenpotential von z unabhàngig sein. Wie man sich 
leicht überzeugt, hat in diesem Falle die Integralgleichung 

(205) y>C + j^^^C'da'=0 

S 

gewiB die triviale Lôsung = const. c. Hat das AuBenpotential Ro- 
tationssymmetrie um die > 2 :-Achse, so hat (205) die triviale Lôsung 
^2 = const. y = const. (Ai —Ya). Ist T ein Rotationskôrper um die 
.sf-Achse, so ist zu setzen. Ist das aus Zentrifugalkraft und AuBen- 

feld resultierende Potential von y unabhàngig, so hat (205) die triviale 
Lôsung = const. 6. Die Nachbarfigur kann man, wie man sich leicht 
überzeugt, so orientieren, daB 

im Falle 1. J fy)u^Cda — 0, im Falle 2. Jfy)îi 2 C^^ = 0 

s s 

ist. Im Falle 3. tritt hierfür die Beziehung =0 ein. 

Die weitere Behandlung des Problems verlàuft ganz analog wie in 
dem besonderen Falle jT^konstant. Für tritt, falls keine nicht- 
trivialen Nullôsungen existieren, in dem Falle 1. die Funktion 

^ — y;y)'uiu[, im Falle 2. die Funktion ^ — ipip ' Falle 3. die 
Funktion ^ ein. 

Im allgemeinen wird man jetzt, auch wenn ist, nicht mehr 

durch eine Àhnlichkeitstransformation auf eine neue Gleichgewichts- 
figur geführt. Man darf darum nicht mehr s~0 setzen, wenn man eine 
Figur von vorgegebenem Volumen bestimmen will. Die vorstehenden 
Betrachtungen gelten in ahnlicher Weise, auch wenn das Fremdfeld 
xG{x, y,z) unsymmetrisch ist. Hier wird man die Voraussetzung, daB T 
Symmetrieebenen hat, im allgemeinen fallen lassen müssen. Die Integral- 
gleichung (205) wird in der Regel keine trivialen Nullôsungen haben. 

Es sei T eine beliebige Gleichgewichtsfigur rotierender Flüssigkeiten, 
die unter der Wirkung eines Fremdfeldes xG steht, und es môge jetzt 
ein von einem Parameter 5 abhângiges Zusatzfeld hsG{x, y, z; 5) hinzu- 
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kommen. Wir nehmen an, dafi G{x, y, z; s) für aile x, y, z in einem Ge- 
biete, das T in seinem Innem enthâlt, und für aile hinreichend kleinen 1 5 [ 
analytisch und regulàr ist. Durch eine geringfügige Modifikation der 
vorstehenden Betrachtungen lâût sich die Frage beantworten, ob es für 
genügend kleine |5| in der Nachbarschaft von T Gleichgewichtsfiguren 
gibt, die zu dem AuBenfelde x(G + sG) gehôren. 

Die fundamentale Integro*Differentialgleichung nimmt jetzt die 
Form an 

V’C+ Pi C'da'^ s- Rn-îr-H-lr^^{a^+ b^) 

s 

(206) -2Rt^- {a^+ b^) AC*- ^ (F(*)+ F(3)+ . . ^ ^ - • • • 

-s 2 r{S,i},C;s)^G{x,y,z-,s); 

Im AnschluB an die Ausführungen der Nummer 11. wollen wir jetzt 
einige Système betrachten, die aus einem starren Kôrper und einer 
homogenen Flüssigkeit bestehen und die sich im relativen Gleichgewicht 
befinden. Wir beginnen mit einem von Laplace behandelten Problem der 
Gleichgewichtsverteilung. 

12. Ein von Laplace behandeltes Problem der Gleichgewichts- 
verteilung 1. Es sei Tq ein von einer Kugel Sq begrenzter starrer 
Kôrper konstanter Dichte /q. Über Tq ist eine zusammenhângende 
Schicht T — Tq einer homogenen Flüssigkeit der Dichte / ^ /o aus> 
gebreitet. Als Fremdfeld F kann hier das Gravitationsfeld einer von 
umschlossenen Masse der Dichte /© — / angesehen werden. Im Ruhe- 
zustande (co=0) ist offenbar das System im Gleichgewicht, wenn auch 
die Begrenzung 5 von T eine Kugel ist. Welches sind die Gleichgewichts- 
figuren T^ für kleine Werte der W inkelgeschwindigkeit oji und demnach 

auch von 

Die Radien der beiden Kugeln seien Xq und r. Wie man leicht findet, 
ist die Schwerkraft auf S 

(207) = 

In diesem Zusammenhang sei noch die Arbeit von E. Hôlder, Gleichgewichts- 
figuren rotierender Flüssigkeiten mit Oberflàchenspannung, Math. Zeitschr. 25 
(1926), S. 188 — 208 genannt. Sie geht insofern über die im Text entwickelte Théorie 
hinaus, als sie ein Auûenfeld in Betracht zieht, das von der Flüssigkeitskonfiguration 
abhângt. 

Vgl. L. Lichtenstein, loc. cit. bj s. 218 — 225. Mit dem besonderen Falle 
eines ruhenden Systems hat sich in Durchführung âlterer Untersuchungen von 
Laplace {Traité de Mécanique céleste, tome second, Livre III, p. 82 — 87) Poincaré 
beschâftigt. Vgl. H. Poincaré, loc. cit. S. 290 — 293. Die Überlegungen von 
Poincaré haben nur einen heuristischen Wert. 
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Es gilt ferner 
(208) 


Die charakteristische Integralgleichung ist jetzt 
( 209 ) - (ï» + r| Z'da'= 0 . 

Die Eigenwerte der Integralgleichung 


(210) C'^^<7'=0 

S 

2 w 1 

sind bekanntlich in der F'ormel . (w = 0, 1, . . .) enthalten. Der Eigen- 

2 * J * ^ 

wert ist (2n + 1) -fach; die zugehôrigen Eigenfunktionen sind die 

allgemeinen Kugelfunktionen n~tev Ordnung. Jedesmal, wenn 


( 211 ) 




h-f 
f 


"3 


ist, hat die Integralgleichung (209) von Nul! verschiedene Lôsungen. 
Ist die Gleichung (211) für keinen Wert von n erfüllt, so liegt der regulâre 
Fall vor; T gehôrt einer zweiparamctrigen regulâren Reihe von Gleich- 
gewichtsfiguren an. Beschrânkt man sich mit Laplace und Poincaré auf 
die Betrachtung des Ruhezustandes, so wird A = 0, und die lineare Reihe 
hangt nur noch von dem einen Parameter s ab; aile Nachbarfiguren 
sind Kugeln um den Mittelpunkt von Tq. 

2. Es sei jetzt zunâchst ro=0, d. h. es liege eine flüssige VoUkugel 
vor. Dann ist die Gleichung (211) für w = 1 crfüllt. Die Integralgleichung 
(209) hat drei linear unabhangige Lôsungen: 

cos 0 = Y = const . • , sin 6 cos ~ const. • 7 ^ 3 , 

sin 0 sin “ const. • 7 / 4 , 

unter 0 und x vorübergehend Polarkoordinaten auf der Einheitskugel 
verstanden. Diese Nullôsungen sind trivial, sie entsprechen den Trans- 
lationen in der Richtung der Koordinatenachsen. Man kann sie auBer 
Betracht lassen, da man durch geeignete Translation der Nachbarfigur 

stets erreichen kann, daB Jy) X ^do ~ J yjY Cda ~ f^pZ ^da =0 wird. 

s s s 

Aile Nachbarfiguren sind Kugeln um den Mittelpunkt von T, 

Etwas anders ist die Sachlage, wenn man von T zu einer Nachbar- 
figur Tj übergeht, die zu einem von Null verschiedenen Wert von (Oj 
gehôrt. Man kann, wie wir wissen (vgl. S. 65), wie auch T beschaffen sei, 
durch eine geeignete Verschiebung der Nachbarfigur parallel zu der 

^(-Achse erreichen, daB J 'tpl^cdo =0 wird. Dies besagt offenbar im vor- 

s 
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liegenden Falle soviel wie 

( 212 ) = 

Da T ein Rotationskôrper ist, so kann man ferner (vgl. S. 63) durch eine 
Drehung von um die ; 2 f-Achse erzwingen, daB 

(213) jjxpl^u^da ^ ^xpI^Y da = 0 

wird. Es ist nicht schwer zu zeigen, daB man durch eine geeignete 
Schraubung um die ; 2 :-Achse den beiden Beziehungen (212), (213) zu- 
gleich genügen kann. Wir beweisen, daB für aile reellen Gleichgewichts- 
figuren in der Nachbarschaft von T auch 

(214) ^3 = —/ f'ip^u^do — consi. - f ftpl^Kda^Ç) 

» 5 s 

ist. 

Dies sieht man etwa so ein. Es sei T der Ausgang irgendeiner linearen 
Reihe von Gleichgewichtsfiguren. Wie wir wissen, liegt der Schwerpunkt 
einer nur der Eigengravitation (und den Zentrifugalkràften) ausgesetzten 
Gleichgewichtsfigur stets auf der Rotationsachse. Darum ist für aile 
hinreichend kleinen Werte von |A|, wie sich ohne Mühe zeigen lâBt, 

J ffCXda + ... = 0 , 

5 

wo die nicht hingeschriebenen Glieder von zweiter und dritter Ordnung 
in bezug auf C sind. (Vgl. bsp. bei E. Hôlder loc. cit.’^, S. 575—577). 

Demnach ist r^= —Jtpl^u^da gewiB von zweiter oder dritter Ordnung. 

s 

Hieraus folgt, daB, wenn auch C = C(f, ry) die Gleichung einer zu 
denselben Werten von A und s wie gehôrenden Gleichgewichtsfigur 
in der Nachbarschaft von T bezeichnet. 


(215) 


I ^3 ^3 j — 

= Max{:c;, iç;}. 


(a,ic konstant). 



gesetzt werden kann. 

Aus der Integro-Differentialgleichung (100) und der hierzu analogen 
Gleichung für f folgt aber ohne Mühe, daB 


( 216 ) ic-c!, !^(f-c)i, l^(c-c) 




(a* konstant) 


gilt. Aus (215) und (216) folgt aber 


(217) ^7*<(a,a* + *a)i2,ey,, 

mithin, sobald (a^a* + *a) 1 angenommen wird, O'^==0, d. h. 

Csf und r 3 = >' 3 . 
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Die Maclaurinschen Ellipsoïde stellen darum die einzige reelle Reihe 
von Gleichgewichtsfiguren in der N achharschaft der Kugel dar’^^, Offenbar 
ist bei ihnen tatsâchlich ;^ 3 = 0 . 

3. Es sei jetzt Xq>0. Man kann die Gleichung (211) zunàchst dadurch 
erfüllen, daB man 

(218) w = 0 und /o=(l+2j’)/ 

annimmt. Der Eigenwert von (210) ist einfach. Die zugehôrige, in 

bekannter Weise normierte Eigenfunktion (vgl. (92)), sie heiBew, istauf 
5 konstant. 

Ans (207) und (218) folgt vor allem^= — 4jr/r. Wie man sich ferner 
leicht überzeugt, ist ^ . Es gilt weiter 

4:71 ft 


(219) 




S' 


da = 



Es sei Vq das Volumen der Flüssigkeitsschicht T ~Tq. 

Es ist leicht zu zeigen, da^ es nicht mehr als eine reelle Gleichgewichts- 
figiir der Flüssigkeit in der Vmgehung von T geben kann, der en Volumen v 
in der Umgehtmg des Wertes liegt. Wegen (219) ist nàmlich 

( 220 ) v-v,=^jàr + 

wo die nicht hingeschriebenen Glieder von zweiter oder dritter Ord- 
nung in bezug auf f sind. Gehôrt zu einer etwa vorhandenen anderen 
Gleichgewichtsfigur von gleichem Volumen der Wert r', so ist die 
Differenz r — r' von zweiter oder dritter Ordnung. Wie vorhin schlieBt 
man hieraus, daB r=r' gilt, somit unsere Behauptung bewiesen ist. 

Für den Ruhezustand (a >2 — 0, A=0) sind offenbar die einzigen reellen 
Gleichgewichtsfiguren Kugeln um den Koordinatenursprung. 

Es sei jetzt A>0. Es handelt sich um die Gleichgewichtsfigur einer 
in langsamer Rotation begriffenen Flüssigkeitsschicht in der Umgebung 
der Kugel T vom Radius t, die einen kugelformigen Kern vom Radius 

ro<r allseitig umgibt. Es ist f^— ^1 + 2 Jgj/. Wie wir soeben gesehen 

haben, kann es nicht mehr als eine reelle Gleichgewichtsfigur der Flüssig- 
keit in der Umgebung von T geben, deren Volumen v ist und in der 
Umgebung von v^ liegt. Die Betrachtung der fundamentalen Integro- 
Differentialgleichung des Problems lehrt, wie sich gleich zeigen wird, 
daB das Problem tatsâchlich eine Losung hat. 


Sie finden ihre Fortsetzung in einer Schar verlângerter Rotationsellipsoide, 
die zu den Werten A <0 gehôren. Diese Ellipsoide entsprechen den von dem Poten- 
0)1 R- 

tial 2 — herrührenden Zentripetalkràften, 


Lichtenstein, Gleichgewichtsfiguren. 


6 
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Die fragliche Integro-Differentialgleichung lautet jetzt 


( 221 ) y)C+J/'NC'd</ = s-R*X-2RrkC + ry>ü-(a^ + b»)kC^ 


Es sei H der zu gehôrige lôsende Kern. Die Glieder 

erster Ordnung der Entwicklung von f sind leicht zu bestimmen. Man 
findet (vgl. (118) und (121)) wegen 


(222) ÇÉi^da’= — (àda'^O und (à-jda'^O 

y 4:r/r^i’ J y>' 

die Entwicklung 

(223) C^-~ + fü--lRn + xjH^do'+.... 

s 

Die Verzweigungsgleichung ist, wie man sich leicht überzeugt, wegen 

( 222 ) 

(224) r = -(fy>Cüda = J, + r + - ^ , {RHa+.... 

y 4nx^ 4jit^y 

Sie ergibt augenscheinlich 

(225) + 


wo die nicht hingeschriebenen Glieder in hôherer Ordnung von r und À 
abhàngen. 4us (223) und (225) folgt 


(226) + + 


Die Konstante r bestimmt sich aus der Forderung, daB das Volumen 
der Flüssigkeit einen vorgeschriebenen Wert v hat. Es gilt 


(227) v=v, + JCda + ..., 

demnach wegen (226) und (222) 


(228) 

somit 

(229) 


' - = 7 [éu - iw, + • ■ ■ . 


; = — (î, _ Do) + 
T ' 


im Einklang mit der Formel (220). Hiermit ist die Bestimmung der neuen 
Gleichgewichtsfigur vollendet. 
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4, Es sei jetzt endlich w+O, /o+/- Die Gleichung (211) kann man 
érfüllen, wenn man 

(230) + («-2,3....) 

setzt. Augenscheinlich ist jetzt /o</, die Flüssigkeit ist dichter als der 
Kern. Bei vorgegebenem Verhâltnis > 1 gibt es nur endlich viele 

to 

Werte von n, so daB /o>0 ausfâllt. Die Gleichgewichtsfigur T ist eine 
Verzweigungsfigur. Ob es für den Ruhezustand (A=0) in der Nachbar- 
schaft von T, wie dies von Laplace und Poincaré behauptet worden ist, 
tatsâchlich Gleichgewichtsfiguren gibt, die von einer zu Sq konzentri- 
schen Kugel verschieden sind, kann erst eine nàhere Untersuchnng der 
Verzweigungsgleichungen. lehren. 

13. Das mathematische Problem der Gestalt des Weltmeeres. 

Es sei % ein starrer, von einer analytischen und regulàren Floche (S be- 
grenzter gravitierender, der Wirkung àuBerer Kràfte entzogener Kdrper 
von der in Abb. 1 veranschaulichten Gestalt, 
der um eine im Raume ruhende Achse mit 
konstanter Winkelgeschwindigkeit co rotiert. 

Ist, wie wir voraussetzen wollen, die Dichte 
in î + @ analytisch und regulâr, so ist das 
Gravitationspotential, mithin auch das Ge- 
samtpotential der Attraktions- und Zentri- 
fugalkràfte in dem Gesamtraume nebst seinen 
Ableitungen erster Ordnung stetig und sowohl 
in î + © als auch in dem Komplementâr- 
bereiche 2^ + ® analytisch und regulâr. Es môge die ,,Schwerkraft“ 
in einer Umgebung von © von Nul! verschieden sein, unâ es môge SJ 
ein in dieser Umgebung gelegenes Stück einer Niveauflâche bezeichnen, 
das © nirgends berührt. Augenscheinlich ist SJ abteilungsweise ana- 
lytisch und hat eine überall, insbesondere auch noch auf © stetige 
Normale. 

Denken wir uns jetzt den von einem Stücke von © und von dem zu 

+ © gehôrigen Teile Sq von SJ begrenzten Raum Tq (Abb. 1) mit 
einer homogenen, gravitierenden Flüssigkeit der Dichte / ausgefüllt. 
Im allgemeinen wird das Gesamtpotential der von den Massen in X und 
7o herrührenden Attraktionskràfte sowie der Zentrifugalkràfte auf Sq 
keinesfalls überall den gleichen Wert haben, so daB die fragliche Kon- 
figuration bei konstantem AuBendruck keine Gleichgewichtsfigur dar- 
stellt. Dagegen ist zu erwarten, daB sich in der Nachbarschaft von 
ein von einem Teil von © und von einem Flâchenstück mit stetiger 
Normale, S, begrenztes Gebiet T wird angeben lassen, so daB der 
Kôrper % nebst einer das Gebiet T erfüllenden homogenen Flüssigkeit 
der Dichte / eine Gleichgewichtskonfiguration ergeben. Diese Ver- 

6 * 
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mutung wird in dem Folgenden für hinreichend kleine Werte von / durch 
in geeigneter Weise geleitete sukzessive Approximationen bestatigt' 
Augenscheinlich handelt es sich hier, falls unter % der Erdkôrper ver- 
standen wird, um die Bestimmung der freien Oberflàche des Ozeans, wobei 
von der stôrenden Wirkung der Sonne und des Mondes, mithin von den 
Fluktuationen der Gezeiten abgesehen wird. 

Wir beziehen die Lage der Punkte in einer beiderseitigen Um- 
gebung T von Sq (Abb. 2) auf ein krummliniges Koordinatensystem 
I, 7], das wie folgt beschaffen ist. Es sei f ^ irgendein System GauB- 
scher Parameter auf Sq, und es mogen die kartesischen Koordinaten 
X, y, Z auf Sq als analytische und regulare Funktionen von rj er- 
scheinen. Es sei weiter Z ein System analytischer und singulariitâten- 

freier Kurvenstücke (Koordinatenkur- 
ven), die folgende Eigenschaften haben. 
Durch jeden Punkt {x, y, z) in T geht 
ein und nur ein Kurvenstück (g) des 
Systems; (g) durchsetzt sowohl Sq als 
auch aile andercn Niveauflâchen in T 
Abb. 2. einem einzigen Punkte, und zwar 

unter einem von Null verschiedenen 
Winkel. Die einzelnen Individuen von Z, die also durch die Koordi- 
naten I, rj ihres Schnittpunktes mit Sq vollstàndig charakterisiert sind, 
ândern sich mit ^ und Vj analytisch und regulâr. Es sei f* der kürzeste 
Abstand von zwei beliebigen Individuen aus Z in T, und es moge 
der (geradlinige) Abstand ihrer Schnittpunkte mit Sq bezeichnen. Wir 
f* 

nehmen an, daB ~r~ gilt, unter eine gewisse Konstante 

, h 

verstanden. Diejenigen Kurvenstücke, die durch den Kand von Sq hin- 
durchgehen, liegen ganz auf Dies heiBt also, daB der zu (3 gehorige 
Teil des Randes von T aus lauter Kurvenstücken des Systems besteht. 
Durch die vorstehende Wahl der Koordinatenkurven werden, wie sich 
bald zeigen wird, die mit dem Vorhandensein der Kontinente ver- 
bundenen Singularitaten vermieden. 

Es sei nunmehr C die Lange des von {x, y, z) und (^, r/) begrenzten 
Bogens von (g), positiv im Sinne der AuBennormale zu Sq in (f, rj) ge- 
rechnet. Die GrôBen |, rj und f sind die krummlinigen Koordinaten, von 
denen soeben die Rede war. Der Einfachheit halber nehmen wir an, daB 
die beiden T begrenzenden Flâchenstücke Sj und Sq (Abb. 2) die 
Gleichungen C=Ç und — Ç (Ç konstant) haben. 

Es môge wie vorhin S die gesuchte Randflache, — freie Oberflàche 
des Ozeans — , bezeichnen. Wir nehmen an, daB S sich nur wenig von Sq 
unterscheidet und die Gleichung von 5 sich in der F orm C f (f » ^/) * 
unter ^^ne auf Sq stetige Funktion verstanden, darstellen laBt. 

Wir bezeichnen mit T den von Sq, S und einem Stück von S begrenzten 
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schalenfôrmigen Raumteil (Abb. 2), er kann aus einem, mehreren oder 
abzâhlbar unendlichvielen Gebieten bestehen, von denen jedes ein 
bestimmtes Volumen im Sinne von Peano und Jordan bat, mit Fj den 

f/' 

Ausdruck | - dr', wobei das Volumelement dr' für f'>0 mit dem 

T 

positiven, für C'< 0 mit dem negativen Vorzeichen zu versehen ist. Es 

r /' 

sei weiter Fo= das Newtonsche Potential von und das 

T„ 

Gesamtpotential der Anziehungskrâfte des festen Kernes % sowie der 
Zentrifugalkrâfte ; SS darf als bekannt angenommen werden. Es sei 
schlieBlich xp die Komponente der ,,Schwerkraft“ in der Richtung von (g), 

positiv im Sinne wachsender f gerechnet, = Aus den eingangs 

gemachten Voraussetzungen folgt, daB xp auf Sq nirgends verschwindet. 
Wir nehmen an, daB xp auf Sq und darum, falls Ç hinreicherfd klein ist, 
überall in T negativ ist. Es sei etwa xp(i, rj, 0)— xpQ< — a®. 

Die für das Gleichgewicht notwendige und hinreichende Bedingung 
besagt, daB auf S 

(231) n, ?) + C) + Frd, V. C) = «(I, 0) + s 

(s konstant) 

oder, wie man leicht erkennt, 

(232) v-oC = - F„{i, 0) - f; ^ mi. v.o) - 1; mi. v.o)-... 

-VT{i.v.i)-[Vo{i.v.i)-Vo{i.h.o)] + s==n{s.i} 

gilt. Der Parameter s bestimint sich etwa durch die Forderung, daB das 
Volumen der Flüssigkeit einen vorgegebenen, von dem Voîumen von 
nicht oder doch niir wenig verschiedenen Wert haben soll. 

Die Bestimmung von C aus (232) kann durch sukzessive Approxi- 
mationen erfolgen, und zwar bemerkenswerterweise, ohne dap es sich 
als nôtig erweist, partielle Ableittmgen der einzelnen N àherungsfunktionen 
einzîiführen. Der Konvergenzbeweis stützt sich, wie bei den Betrach- 
tungen der Nr. 9., auf zwei Ungleichheiten und macht nicht die geringsten 
Schwierigkeiten. 

Es gilt, wie man unmittelbar sieht, 

0 - Voii. V. 0) = V. Oi) (0 < e < 1) . 

darum 

(233) V,{S.V.C)-Vo{i.V.O)\^OL(^^fO, 

wenn man in Einklang mit den früher eingeführten Bezeichnungen 
Max| l^\=^Ü setzt. 

Wir nehmen der Einfachheit halber an, daB wir Sq mit einem einzigen 
System von GauBschen Parametern r] beherrschen kônnen, und be- 
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zeichnen mit den Abstand der Bilder der Punkte (i, rj, 0) und (f ij', 0) 
in dem Raume der kartesischen Koordinaten f , rj, C» d. h. den Ausdruck 
[(f ' — f) * + W ~V) Es sei T Q der von den beiden Flâchen f =* und 

und einem Stück von ® begrenzte schalenfôrmige Bereich; 
Tq sei sein Bild im Raume dasjenige von dr\ Es gilt 

dann wie sogleich bewiesen werden wird, 


(234) I Vrd. V.0\ = \ jy 1 ^ Jf | 1 < dr ' . 


TT T^ 

Es sei daran erinnert, da6 in den beiden ersten Integralen rechts dr'^0 
sein kann. 

Es seien P und P' ein Paar von Punkten in T. Ist ihr Ab- 
stand, wie wir zunàchst annehmen woUen, hinreichend klein, etwa 
r^l*, und ist ü, sagen wir so liegt die Strecke PP' 

im Innem oder auf dem Rande von T. Betrachten wir nun- 
mehr die Gesamtheit der Koordinatenkurven, die durch die Punkte 
der P = (I, Tj, C) und P' = (|', t]', f ') verbindenden Strecke bestimmt 
sind. Aus dieser Gesamtheit greifen wir n beliebige ,,aufeinander- 
folgende'' Exemplare /\,P 2 > • • - heraus und bestimmen die n —1 
kürzesten Abstânde der Paare Ai • • •>' A-i» A* Es sei 

ihre Summe, ë die untere Grenze aller (w = 2, 3, . . ,) bei beliebiger 

Wahl der einzelnen Individuen der Schar. Augenscheinlich ist r^ ë. Des 
weiteren ist unter ë^ die Lange der durch die Schar Z ver- 

mittelten Projektion.PoPo Strecke PP' auf Sq verstanden. SchlieB- 
lich ist ë^ ^ der Lange der geodâtischen Kurve zwischen Pq und Pq auf Sq , 
diese wiederum so daO sich ailes in allem 


(235) 


r ^ fo == 


1 ^ 
a'“i '■« 


ergibt. Diese Ungleichheit, die zunàchst für r^l* abgeleitet worden ist, 
gilt aus Gründen der Stetigkeit bei passend gewahltem auch für 
r>l*. 

Die Abschatzung (235) gilt für aile r in T^j gleichmâBig. Wie man 
leicht erkennt, ist in naheliegender Bezeichnungsweise 

(236) d5*^a.WQ^ 

Tq s, 

woselbst Sa das Bild von So in dem Raume bezeichnet. Aus 

(234) und (236) folgt endgültig 

(237) \VT\<o>P>fQ. 


Man findet weiter ohne Mühe die Abschàtzungen 

(238) I Fo (I. »?. 0) i ^ aW/, g ^ + S ' 
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und, wenn man 

(239) Max{/, |5|} 
setzt, ailes in allem 

(240) 1 77{s, f } I ^ {Q^ + ÛQy ) . 

Diese Ungleichheit entspricht der ersten der beiden Beziehungen 
(124). In 7. bezeichnet Z? die Gesamtheit der Glieder zweiter und hôherer 
Ordnung in (75), wâhrend in II auch die Glieder erster Ordnung mit 
eingeschlossen sind. 

Und nun die zweite maBgebende Ungleichheit. Es sei j eine beliebige 
stetige Ortsfunktion auf Sq, und es môge 

(241) ICI \^-t\=0^2Q 
sein. Wir finden (vgl. (232)) 

(242) /7{s, f} _ i7{s, C} = { j ^ ® (1. 0) + . . . - 

+ {Ff (I, »?. â-Fr(l, V. 0} + (Fod, V.C)} = h+h+h ■ 

Wie sich ohne Mühe zeigen làBt, ist 

(243) . 5 

Fo(|,7?,?)-Fo(f,»/.C) = (C-C)/jF„(^.»;,f + 0,(C-C)) (O<0,<1). 

also 

(244) |/3|^a(i2)i2jü. 

SchlieBlich ist, unter0 den von S, S und einem Teil von $ begrenzten 
Bereich verstanden, in naheliegender Bezeichnungsweise 

Vf{^. V, t) - ^r(C, 0 = Fr(C, n. t) “ Vf[^, ri, C) , 7], C) 

= (C - C) Vr (I , »? , C + 02 (C - 0) + F« a, >), C) 

und nach sinngemâBer Wiederholung der vorhin bei der Abschàtzung 
von F J angewandten Schlüsse 

1/2' 

Ailes in allem erhalten wir somit 

( 245 ) I n {5 , C} - 77 [s , C} I ^ a< {ü + JQJ U . 

An Hand der Ungleichheiten (240) und (245) làBt sich ganz wie in 9. 
zeigen, daB die Funktionalgleichung (232) oder, was dasselbe bedeutet, 
die Funktionalgleichung (231) für hinreichend kleine d. h. / und | s| , 
etwa eine und nur eine Lôsung C = C(C>»?) (£^|Ç 

hinreichend klein) hat. Die Beziehung (231) besagt, daB das Jordansche 
Flâchenstück S, dessen Gleichung in dem von uns gebrauchten krumm- 
linigen Koordinatensystem C==C(C>^) lautet, eine Niveauflâche der in 
Rotation begriffenen Massenverteilung 2: + 7"o + 7" darstellt. 
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Aus 


( 246 ) mê.v.c)^mi.v.o+Voihv.o+VT(i.v.c)-mê,v.o)=^s 


folgt bei festgehaltenem s 


(247) 


<n + Jt' d ï 


g» dz 

dïj OC Or} 


Für aile Gebiete T in T, auch solche Gebiete, die einer Gleichgewichtskon- 
figuration nicht entsprechen, erfüllt, wenn / etwa ahgenommen 

wird, die Komponente der Schwerkraft der Gesamtverteilung in der 

0 ^ 

Richtung der Koordinatenkurven die Beziehung — < 0. 


Aus (247) folgt, daB die Funktion r/), ausführlicher C(i>'>]>s) lür 
aile stetige, der i/-Bedingung genügende partielle Ableitungen 

erster Ordnung?-| , hat. Das Flàchenstück S gehôrt der Klasse A h an. 

. OC 

Aber auch die partielle Ableitung ÿ - ist vorhanden und stetig und er- 


füllt beilaufig, als Funktion von f und ry aufgefaBt, eine //-Bedingung. 
In der Tat folgt aus (246) durch Différentiation bei festgehaltenen c 
und 7} 


(248) 


ôX ds 


darum 


0^(16) 


Die zu verschiedenen Werten von s (|s| ^6^^^) gehôrenden (verschiede- 
nen Gleichgewichtsverteilungen entsprechenden) Flàchenstücke 5 sind 
(beim festgehaltenen /) schichtweise nebeneinander gelagert. 

Es sei b (s) das Yolumen der Flüssigkeit; b (s) ist eine monoton ab- 
nehmende Funktion von s. Augenscheinlich kann man durch eine 
passende Wahl von 5 erreichen, daB b(5) einen beliebig vorgeschriebenen 
Wert in der Nachbarschaft von b(0) erhàlt. Damit ist unser Problem 
als gelôst anzusehen 

Ein Punkt noch bedarf freilich einer Erôrterung. Es ist im vor- 
stehenden stillschweigend angenommen worden, daB die Umdrehungs- 
achse x~y~0 eine Haupttràgheitsachse des Korpers % darstellt. Denn 
nur dann kann % ohne Einwirkung geeigneter auBerer Krafte in gleich- 
fôrmiger Rotation beharren. Die Haupttrâgheitsachsen von % sind im 
allgemeinen nicht zugleich Haupttrâgheitsachsen von %-\-T, denn der 
Schwerpunkt von î -f F wird, wie man leicht sieht, im allgemeinen nicht 
auf der < 2 :-Achse liegen. Demnach stellt die vorhin gefundene Kon- 
figuration ein System dar, das sich im relativen Gleichgewicht nur nach 
Hinzusetzen geeigneter an î angreifender Krafte befinden wird. Auch 


Vgl. L. Lichtenstein, Mathematisches über die Gestalt des Weltmeeres, Be- 
richte der Sâchsischen Akademie der Wissenschaften 79 (1927), S. 197 — 214. 
A. a. O. kommen noch bei dem Prozeû der sukzessiven Approximationen partielle 
Ableitungen der einzelnen Nàherungen zur Verwendung. Die Darstellung im Text 
ist darum als grundsàtzlich einfacher zu betrachten. 
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%+ T kann nur um eine seiner Haupttrâgheitsachsen {,,freier Achsen“) 
ohne Mitwirkung âuBerer Kràfte rotieren, — sofern natürlich die hydro- 
dynamischen Bedingungen für das relative Gleichgewicht erfüllt sind. 
Dies veranlaBt uns, die Problemstellung wie folgt zu modifizieren. Das 
aus % und einem vorgeschriebenen Volumen einer Flüssigkeit geringer 
Dichte / bestehende System % + T rotiert frei, d. h. krâftelos, mit der 
Winkelgeschwindigkeit oj um eine in der Nachbarschaft der Geraden 
^ — 0, y = 0 gelegene Gerade (h), die somit eine seiner Haupttrâgheits- 
achsen darstellt; T und {h) sind zu bestimmen. 

Auch dieses neue Problem lâBt sich durch sukzessive Approxima- 
tionen erledigen. Es genügt, bei dem Übergang von der n-ien zu der 
(n + l)-ten Nâherung die Rotationsachse jedesmal entsprechend zu 
ândern’^^®. Hat insbesondere % eine Rotationssymmetrie um die Achse, 
so gilt für die neue Konfiguration das gleiche. Die Umdrehungsachse 
ist eine Haupttràgheitsachse und darum eine freie Achse der Ver- 
teilung î-f-r. 

Vorhin ist die Dichte / der Flüssigkeit als gering vorausgesetzt 
worden. Statt dessen kônnte man bei geeigneter Formgebung von % 
die Gesamtmasse der Flüssigkeit (beliebiger Dichte) als klein im Ver- 
hàltnis zur Masse des Kernes annehmen. Man vergleiche hierzu meine 
Arbeit: Mathematisches über die Gestalt des Weltmeeres. Il, die 
voraussichtlich in der Mathematischen Zeitschrift erscheinen wird. 
Dort werden auch noch andere verwandte Problème behandelt. 

14. Flüssigkeitszylinder. Wir beschlieBen dieses" Kapitel mit einigen 
Bemerkungen über die Bestimmung neuer zylindrischer Gleichgewichts- 
figuren einer rotierenden homogenen Flüssigkeit in der î^chbarschaft 
einer gegebenen zylindrischen Gleichgewichtsfigur. 

Es seien: T der Normalschnitt der Ausgangsfigur, den wir uns in 
der Ebene z = 0 gelegen denken, S seine mit stetiger Krümmung ver- 
sehene Randkurve, C der Abstand PP-i eines in der Umgebung von 5 
gelegenen Punktes P^ von dieser Kurve, positiv für Punkte des AuBen- 
gebietes, negativ für diejenigen des Innengebietes gerechnet, s die von 
einem beliebigen Anfangspunkt Q gemessene Bogenlânge QP. Wir be- 
ziehen diesmal die Lage der Punkte der Ebene in der Umgebung 
von S auf das System der krummlinigen Koordinaten s, C nnd bezeichnen 
wie früher mit / die Dichte = Masse für die Volumeneinheit, xtp die 
Schwerkraft in P. Durch Betrachtungen, die den auf S.36ff. durchgeführ- 
ten vollkommen analog verlaufen, erhalten wir unter Zugrundelegung 

des logarithmischen Potentials 2;>^log , unter dieHâlfte desDurch- 

Man vergleiche hierzu die in Vorbereitung befindliche Leipziger Disser- 
tation von Herrn G. Dôlling. Dort finden sich die zuletzt angegebenen Über- 
legungen in allen Einzelheiten durchgeführt. 
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messers von S verstanden, zur Bestimmung von C in naheliegender Be- 
zeichnungsweise die Integro-Differentialgleichung 

(249) yf + 2//'C' log ds'= s - C* - 2RxXi: - Af* 

-i(FW+F(») +...). 

( 260 ) F<") [^-1 cos f cos e't) log . 

Die lineare Integralgleichung 

(251) V’C + 2j/riogÇrfs' = 0 

hat, wenn S keine Kreislinie um den Koordinatenursprung vom Radius 
ist, stets eine triviale NuUosung const. •y = const. (Xè — Ya). Diese 
Lôsung wird illusorisch, wenn es sich um einen geraden Kreiszylinder 
um die z-Achse handelt, weil alsdann y identisch verschwindet. Wie 
man leicht sieht, ist in dem zuletzt betrachteten Falle 

(252) = —2 7t H /g^ + co^g^, 
so daB auf aile Falle (vgl. S. 9 und 17) 

(253) 

gilt. Nach bekannten Sàtzen hat die Integralgleichung 

(254) (^'-2.T/)o*C + 2//'C'log?^</s' = 0 

( S fl s 

(nichttriviale) Nullôsungen der Form const.cos y , const.sin - für 

(255) co^ = 27üxf~-^^ (n = l,2,,,,). 


Diese Verzweigungszylinder kônnen den Ausgangspunkt neuer linearer 
Reihen zylindrischer Gleichgewichtsfiguren bilden. Ob dies tatsâchlich 
der Fall ist, kann erst eine Diskussion der Verzweigungsgleichungen 
lehren. Ist insbesondere a)=0, handelt es sich also um den ruhenden 
Zylinderkôrper als Ausgangsfigur, so nimmt (254) die Gestalt 

S 


an. Sie hat die beiden linear unabhângigen Nullôsungen 


(257) 


Ul 


1 


. S 

sm -- , 


1 

Ug = cos 
1^1 


s 


Nur noch einige Bemerkungen über elliptische Flüssigkeitszylinder 
als Ausgangsfiguren. Es seien a und h<a die Halbachsen der Quer- 

schnittsellipsen. Wir bestimmen vor allem den Ausdruck d= so, 
daB die Gleichgewichtsbedingung erfüllt ist, was, wie sich ohne Schwierig- 
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keiten verifizieren làBt, nach (38) I 

ergibt. Für die Schwerkraft erhàlt man diesmal den Ausdruck 
xrp = -nxfah{l — é^)j, ^==^ + -^. 

Die homogène Integralgleichung (251) nimmt jetzt die Form 

2ji 

(259) -7ia6(l-d*)| + 2o5 Jl’, log " d<T' = 0, 

O 

unter a die exzentrische Anomalie verstanden, an. Wie eine eingehende 
Untersuchung lehrt, hat (259) die für aile Werte von d gültigen, in 
geeigneter Weise normierten Nullôsungen 

(260) und ii 2 ,i= const. ^ 

/ \ 71 

und darüber hinaus für abzâhlbar unendlichviele sich gegen 1 hàufende 
Werte von d je eine nicht triviale Nullôsung der Gestalt 

(261) («^3). 

/ ) 71 

Die diesen singulâren Werten von d entsprechenden Ellipsen geben 
môglicherweise zu Verzweigungen AnlaB. 


Viertes Kapitel. 

Neue nichthomogene GleichgewichUfiguren 
in der Nachbarschaft einer gegebenen, nicht 
notwendig homogenen Gleichgewichtsfigur. 

15. Problemstellung. Nachdem wir in dem âritten Kapitel eine 
Théorie der homogenen Gleichgewichtsfiguren rotierenderFlüssigkeiten in 
der Nachbarschaft einer gegebenen ebenfalls homogenen Gleichgewichts- 
figur entwickelt hatten, wenden wir uns in dem Folgenden dem allgemei- 
neren Problem zu, festzustellen, ob es in der Umgebung einer nicht not- 
wendig homogenen Gleichgewichtsfigur neue Gleichgewichtsfiguren gibt, 
deren Winkelgeschwindigkeit oder Dichteverteilung, oder auch beides,sich 
von der Winkelgeschwindigkeit bzw. Dichteverteilung der Ausgangs- 
figur hinreichend wenig unterscheiden. Von besonderer Wichtigkeit ist 
ein ruhender nichthomogener Flüssigkeitskôrper mit Kugelsymmetrie, 
d. h. ein Kôrper, der aus konzentrischen Kugelschichten konstanter 

Die triviale Nullôsung Ug,! ist, wie man sich leicht überzeugt, belanglos. 
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Dichte besteht, als Ausgangsfigur. Eine andere spezielle Môglichkeit bie- 
ten die Jacobischen und Maclaurinschen Ellipsoïde als Ausgangs- 
figuren’^. Mit den beiden zuletzt charakterisierten Problemen, von denen 
das erste eine strenge Begründung der Clairautschen Théorie der Figur 
der Erde in sich schlieBt, hat sich bereits Liapounoff in einer Reihe um- 
fangreicher Abhandlungen beschâftigt (vgl. loc. cit. 

Wir legen unseren Betrachtungen eine mit der Winkelgeschwindig- 
keit CO ^ 0 wie ein starrer Kôrper rotierende Gleichgewichtsfigur T einer 
gravitierenden Flüssigkeit zugrunde, die folgende Eigenschaften hat. 

1. Die Berandung von T besteht aus einer einzigen Jordanschen 
Flâche 5 vom topologischen Typus einer Kugel, die ein bestimmtes 
Volumen im Sinne von Peano und Jordan einschlieBt. Die Dichte / ist 
eine stetige, allenfalls abteilungsweise stetige Ortsfunktion, die gewissen 
weiteren, alsbald anzugebenden Bedingungen genügt. Es sei bemerkt, 
daC für die Gültigkeit vicier unserer Ergebnisse die von Liapounoff ein- 
geführte Voraussetzung, / nehme von auBen nach innen nicht ab, nicht 
bendtigt wird. Diese Annahme wird darum erst spâter gelegentlich ein- 
geführt werden. 

2. Die Flâchen konstantcn Gesamtpotentials r./=const. bilden eine 
Schar ineinandergeschachtelter Jordanscher Flâchen vom Kugeltypus, 
die wie S ein bestimmtes Volumen im Sinne von Peano und Jordan 
haben. Sie konvergieren gegen einen Punkt, der auf der Umdrehungs- 
achse liegt und O heiBen moge. Wir wâhlen ihn zum Koordinaten- 
ursprung. 

3. Die Schwerkraft verschwindet nur in O. Demnach ist 


( 1 ) 



> 0 für aile 


[x.y.z] 


mit z^>Q in T + 5*. 


Wegen (1) sind Niveauflâchen des Gesamtpotentials allemal Flâchen 
mit stetiger Normale’®, In der Tat làBt sich die Gleichung 


(2) U[x,y,z) = c, (c konstant) 

wegen (1), falls etwa 'ÿ~4=0 ist, nach ^ aufldsen, und die Funktion 

z — z{x, y) hat stetige, übrigens, da, wie wir wissen, V eine i/-Bedingung 
mit beliebigem Exponenten < 1 erfüllt, der //-Bedingung genügende 


Vgl. meine kürzlich erschienene Arbeit, Untersuchungen über die Gleich- 
gewichtsfiguren rotierender Flüssigkeiten, deren Teilchen einander nach dem 
Newtonschen Gesetze anziehen. Dritte Abhandlung. Nichthomogene Flüssigkeiten. 
Figur der Erde, Math. Zeitschr. 36 (1933), S. 481 — 562. Man vgl. im AmschluB 
daran die Note von E. Hôlder, Zur Théorie inhomogener Gleichgewichtsfiguren. 
1. Mitteilung. Homogène Ausgangsfiguren, ebenda S. 563 — 580. 

Die sich auf den Punkt O reduzierende ,,Niveauflàche“ bleibt hierbei auBer 
Betracht. 
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Ableitungen erster Ordnung. Die Niveauflâchen gehôren der Klasse 
Ah an. 

Nach Voraussetzung ist T eine Gleichgewichtsfigur. Da die wirken- 
den Kràfte von einem Potential herrühren, so müssen (vgl. 2.) die 
Flâchen gleichen Potentials zugleich Flâchen gleicher Dichte sein. Ist, 

wie wir voraussetzen wollen, auf S durchweg ^<0, so ist wegen (1) 
in T + S überall, auBer in dem Koordinatenursprung, '^ < 0. Die 

Schwerkraft fâllt allemal in die Innennormale hinein. Es sei jetzt F das 
zwischen O und 5 gelegene Stück der positiven ; 2 :-Achse. Sei r der 
lângs F gemessene Abstand einer Niveauf lâche von O, I die Gesamt- 
lânge von F. Beim Fortschreiten lângs F von S nach O nimmt der 

Druck, wie ans der bekannten Beziehung doch 

/>0 ist, monoton zu. 

4. Wir nehmen an, daO die Dichte / sich in T + S nur langs einer 
endlichen Anzahl geschlossener Flâchen (die notwendigerweise Niveau- 
flâchen von U sein müssen) sprungweise ândern kann, in jedem Stetig- 
keitsbereich, der Rand eingeschlossen, aber einer ^-Bedingung genügt. 
Alsdann hat nach bekannten Sâtzen (vgl. 1. 3) das Gravitations- 
potential xV, mithin auch 

( 3 ) U(x.y,z) = y.V{x,y,z)+^^-(x^+y^)^xjf'^dT'+ {x^+ y^) 

T 

stetige, einer //-Bedingung (mit dem gleichen Exponenten) genügende 
Ableitungen zweiter Ordnung. Die Niveauflâchen^ sind Flâchen der 
Klasse Bh (vgl. S. 12). 

Wir werden übrigens meist annehmen, daB / in jedem der (endlich 
vielen) Stetigkeitsbereiche stetige Ableitungen erster Ordnftng hat. Aus 

Gründen der Symmetrie (vgl. 5.) sind alsdann |“-und darum auch 

in O gleich Null. Darüber hinaus soll^ in einer Umgebung von O einer 
//-Bedingung mit dem Exponenten jti<l genügen. Dies hat wiederum 
zur Folge, daB sich in der Umgebung des Koordinatenursprunges wie 
r" (0<^^<1) (r 2 = A :2 + y 2 _)_ 2 r 2 ) verhâlt. 

5. Die Konfiguration hat eine auf der Rotationsachse senkrechte 
Symmetrieebene und A: ^2 den Winkel ^ miteinander einschlieBende, 

durch die Rotationsachse hindurchgehende Symmetrieebenen. Offenbar 
ist der Koordinatenursprung O der Schnittpunkt aller dieser Ebenen ; 
er ist zugleich der Schwerpunkt des Systems. Die Ebene 0 ist gewiB 
eine Symmetrieebene. Wir denken uns das Achsenkreuz so orientiert, 
daB auch die Ebene y— 0 Symmetrieebene wird. 

Nimmt die Dichte beim Fortschreiten lângs F von S nach O hin 
monoton zu oder zum mindesten nicht ab, wobei auch Konstanzinter- 
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valle vorkommen dürfen, so ist eine auf der Rotationsachse senkrechte 
Symmetrieebene gewiB vorhanden (vgl. 6.). 

6. Die Orthogonaltrajektorien der Schar der Niveauflâchen, die 
augenscheinlich samtlich inO münden, stellen, wie wir weiter annehmen 
woUen, Linienstücke dar, die mit EinschluB ihres Endpunktes O s te tige 
und gleichmâBig beschrânkte Krümmung besitzen. Diese Voraussetzung 
wird übrigens nur im Falle einer nichthomogenen Ausgangsfigur benutzt. 

Es sei, wie vorhin, F der zwischen 0 und S enthaltene Teil 
der positiven jj-Achse, und es môge wiederum r die Lange desjenigen 
Stückes von/' bezeichnen, das zwischen dem Koordinatenursprung und 
dem Schnittpunkt von F mit einer bestimmten Niveauf lâche enthaltcn 
ist. Da JT jede Niveauflàche in einem einzigen Punkte trifft, so ist durch 
die Angabe von r die fragliche Àquipotentialflâche eindeutig festgelegt. 
Wir nennen sie dementsprechend S^. Augenscheinlich kann man die 
Dichte der Flüssigkeit, die ja auf 5^. überall den gleichen Wert hat, als 
Funktion von t auffassen. Wir werden uns demgemâB gelegentlich der 
Bezeichnung / = /(r) bedienen. Ist, wie früher, I die Gesamtlânge voni^, 
so kônnte die Randflâche von T sinngemâB mit Sj bezeichnet werden. 
Der Einfachheit halber werden wir für Sj, wie bis jetzt, S schreiben. 
Es sei I, rj ein System auf S erklàrter GauBscher Parameter der Flâche. 
Wir denken uns r] so gewàhlt, daB die Koordinaten X, Y, Z der 
Punkte auf S, als Funktionen von r; aufgefaBt, 

(4) X=:X{i^v). y=F(l,^), 

stetige Ableitungen erster und stetige, der //-Bedingung genügende Ab- 
leitungen z weiter Ordnung haben. Man darf des weiteren, wie wir es tun 
wollen, annehmen, daB die drei Jacobischen Determinanten 

, d(X,y) d{X,Z) d(Y,Z) 

diLriV’ diS.T])’ d(i.ri) 

nicht gleichzeitig verschwinden. Durch das Bündel der Orthogonal- 
trajektorien wird Sy (0<r^I) auf S umkehrbar eindeutig und stetig 
bezogen. Augenscheinlich kann man r/ auch als GauBsche Parameter 
auf Sj betrachten und für die Koordinaten x, y, 2 : der Punkte auf 
demgemàB schreiben: 

(6) x = xi$,ri,t), y = y(|,>?,r), 2 = z(i,T],t). 

Es sei Pj ein beliebiger Punkt in der Nachbarschaft von S^, und es 
moge P den FuBpunkt des von Pj auf Sj gefàllten Lotes bezeichnen*^’. 
Der Abstand PPi, positiv in der Richtung der AuBennormale (r) zu 


Sollten von mehrere Lote auf 5j gefâllt werden kônnen, so soll P ein 
Fuûpunkt sein, dem der Kleinstwert des Abstandes PPj entspricht. Ist die Um- 
gebung von Sj, in der Pj liegt, hinreichend nahe, so ist nunmehr P vollkommen 
bestimmt. 



Problemstellung. 


95 


in P gerechnet, heiBe f ; wir kônnen r], C als krummlinige Koordinaten 
von Pi auffassen. Es seien a, 6, c die Richtungskosinus der AuBen- 
normale (r). Als Funktionen der Koordinaten Xy y, z des Punktes P 
aufgefaBt, sind a, 6, c, wie man leicht zeigen kann, in T + S, auBer im 
Punkte O, dem Koordinatenursprunge, stetig und haben daselbst stetige 
oder zum mindesten abteilungsweise stetige partielle Ableitungen erster 

Ordnung In der Umgebung von O sind a, b, c noch be- 

schrânkt, wâhrend, wie weiter angenommen werden soU, die vorhin ge- 
nannten partiellen Ableitungen sich daselbst wie verhalten’®. Für 
die kartesischen Koordinaten Xi, y^, des Punktes P^ erhalten wir die 
Ausdrücke 

(7) Xi=x + aCy yi=y + bCy Zi = z + cC- 

Nach allen diesen Vorbereitungen gehen wir nunmehr zu unserem 
Problem über. Es handelt sich, wie eingangs hemerkt, um die Bêstimmung 
einer Gleichgewichtsfigur Ti + Si, die, um es kurz auszudrücken, was 
ihre Stetigkeits- und Symmetrieeigenschaften hetrifft, im wesentlichen wie 
T S heschaffen ist, in einer Umgebung erster Ordnung von T + S liegt 
und zu einem von œ nur wenig verschiedenen Werte oji der W inkelgeschwin- 
digkeit gehôrt, Wir denken uns T^ + Si auf T + S in einer spâter noch 
genauer anzugebenden Weise derart topologisch abgebildet, daB Niveau- 
flàchen des Gesamtpotentials, 5^. und einander umkehrbar ein- 
deutig und stetig entsprechen, ein Punkt P auf allemal auf den 
Schnittpunkt P^ der Normale (r) zu in P mit 5^^, insbesondere der 
Koordinatenursprung auf sich selbst abgebildet wifd. Die Symmetrie- 
ebenen von T + S sollen zugleich Symmetrieebenen der Konfiguration 
+ bilden. 

Die Abbildung des Bereiches + 5i auf den Bereich T + S kann 
als bekannt gelten, sobald C, der Abstand korrespondierender Punkte P 
und Pi, als Ortsfunktion in T + 5 bestimmt ist. Wir schreiben 

(8) C = C(a:,y,z) 

und machen bezüglich folgende spezielle Annahmen. Die 

Funktion ys ist in T -{-S stetig, verschwindet im Koordinaten- 
ursprunge, 

(9) C(0,0,0)=0, 

nimmt in den in bezug auf die ^ + 1 Symmetrieebenen symmetrisch 
liegenden Punkten die gleichen Werte an und hat beschrànkte und, 
auBer môglicherweise in dem Koordinatenursprunge und auf den Un- 


Als môgliche Unstetigkeitsflâchen kommen die Flâchen, an denen sich 
sprungweise ândert, in Frage. 

Wir lassen es dahingestellt sein, wie weit die verschiedenen vorhin ein- 
geführten Voraussetzungen voneinander unabhângig sind. 
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stetigkeitsflâchen von /, wo sie sich sprungweise ândern konnen, stetige 
partielle Ableitungen erster Ordnung. SchlieBlich ist, unter €q einen hin- 
reichend kleinen positiven Wert verstanden, in r+ 5 


( 10 ) 




H 

!d;r|’ 

dy\’ 

dz 




Ans (9) und (10) folgt, wie man fast unmittelbar sieht®®, 

(11) somit auch 

wo ai eine Konstante bezeichnet, wie spàter aa, ag, Für (11) kônnte 

man natürlich ebensogut auch schreiben. Durch die Un- 

gleichheiten (10) und (11) ist zum Ausdruck gebracht worden, daI3 die 
Konfiguration Tj + Sj in der Nachbarschaft erster Ordnung von T + S 
liegen soll. 

Das Bild 5^i von S,, in Ti+ ist nach Voraussetzung eine Niveau- 
flàche des Gesamtpotentials der gesuchten neuen Flüssigkeitsverteilung. 
Demnach hat auf die Flüssigkeitsdichte überall den gleichen Wert. 
Wir bezeichnen die Dichte in 7\, als Ortsfunktion in T aufgefaOt, mit 
/(T)-fa/(T), unter a einen dem absoluten Betrage nach hinreichend 
kleinen Wert, unter /^{r) eine stetige, allenfalls abteilungsweise stetige 
Funktion, die in jedem Stetigkeitsbereich einer H-Bedingung genügt, 
verstanden. Für /(t) + a/(T) konnen wir auch /(r) +oc;^(r) schreiben. 

Nach Voraussetzung sind 5j Flàchen gleichen Gesamtpotentials. 
Demnach ist in P auf S,, 


( 12 ) 


U-. 




dr' + = C = C(r) , = x^+ y^. 


Wie durch die Bezeichnung C ~C(r) angedeutet wird, hangt der auf 
konstante Wert des Gesamtpotentials seinerseits von r ab. In dem 
Punkte Pi auf der Niveauflache 5^^ der neuen Konfiguration gilt ent- 
sprechend 


(13) 


U,- 


4 , 


+ */) + 2* ~ ~ ^ i('^) 


(14) = — — tt = xf-\-yl, dT[^dx[dy[dz[, 

wofür man in bekannter Weise mit Rücksicht auf (7) auch 

' dix' + a'^'.y’+b'Z’.z'+c'l:') , . .. 

(15) Hj {/ + IX.X } “T + 9 r, — Cl 


'• ' Çi à(x'. y', z>) 2 

Man beachte, daÛ, unter (/) eine beliebige Kichtung verstanden, 
gilt. 

** In (13) bezeichnen /' und x' zu r' gehôrigen Werte der Dichte und der- 
Ortsfunktion ;f(T). 


: di 
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schreiben kann®*. Aus (12) und (13) folgt 

7\ r Tl 

= Cl — C = « s = ;<; 5 (r) 


16. Die fundamentale Integro-Differentialgleichung. Wir setzen 

(17) ^ = xV=x^f'^dx', ni=x^f'j^dx[ 

T Tl 

und beweisen, daB der Ausdruck SBi — SB sich für aile den Ungleichheiten 
(10) und (11) genügenden, wie vorhin angegehen heschaffenen Funktionen C 
in eine unbedingt und gleichmàfiig konvergierende Reihe 

(18) SBi- SB = SB<i>+ aB<2)+ ^ , 


entwickeln làpt, die folgende Eigenschafien hat: 


1. Es ist 

( 19 ) 

T 

unter eine Form w-ten Grades der Variablen C', ver- 

standen. Die Variablen ^ gehen in übrigens nur linear ein. 

2. Es gilt 


( 20 ) 

n = l 

» 

Auch die se unendlichen Reihen konvergieren unbedingt und gleichmàfiig. 


Prâziser: die Reihen i; |SB<”>i, 2" 
konvergieren gleichmâBig. 

Die Reihen (18) und (20) konvergieren, wie gleichzeitig gezeigt 
werden wird, auch wenn man unter C ^ine komplexe, den vorhin an- 
gegebenen Stetigkeits- und Symmetriebedingungen genügende Funktion 
versteht. Als Définition von SBi ist diesmal die Formel 




^ \ dv 


2 


aas‘"> 

bz 


( 21 ) 





anzusehen. 

Der Beweis lâBt sich wie bei den analogen Betrachtungen des dritten 
Kapitels führen. Neben den beiden Flàchenscharen Sj und be- 
trachten wir die noch von einem weiteren Parameter t (O^if^l) ab- 


Die in (16) auftretende Jacobische Déterminante ist in T -{-5 beschrânkt 
und, auÛer hôchstens in dem Koordinatenursprunge und auf den Sprungflâchen 
von /, stetig. 

Lichtenstein, Gleichgewichtsfiguren. 7 
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hângige, also zweiparametrige Flâchenschar die sich symbolisch in 
der Form 5^ + /(Sji — S,.) darstellen làBt. Dem Punkte P auf ent- 
spricht dabei auf 5^^ der Punkt mit den Koordinaten 

( 22 ) x + ai^, y + à(Cs z+cfC- 


Durch die Zuordnung P->Pt wird der Bereich T + S umkehrbar ein- 
deutig und stetig auf einen Bereich + abgebildet, 5^ ist das Bild 
der Randflâche S von T. Die Schar 5^^ hat, wie man sich unmittelbar 
überzeugt, die gleichen topologischen, Stetigkeits- und Symmetrie- 
eigenschaften wie die Schar . Insbesondere ist das Bild des Punktes O 
dieser Punkt selbst. 

Wir denken uns jetzt den Kôrper T^ + Sf mit Masse der Dichte /' 
in P[ erfüllt und bezeichnen das Gravitationspotential der neuen Kon- 
figuration im Punkte P^ mit Es ist demnach 


(23) 

(24) 




T 

Qf=[x!-x + t{a'C'-a!:)Y+ \y' - y J, t{h' C -b!:)Y 

-f [z'-z + t 


[c'i'- 


Wie man leicht verifiziert, ist 




(25) 


à(?^ÿ.z') 

( d{x>,y') d(x'. 


+ ^ {à? + ay + bz' 

C'Z') , <nn\ c'Ü')\ 

z') ' d{y',z') J ' d(x',y\z') 


(26) 


e<- 


= l+2< 


(«'- a) y+ «(?'- ;) 
1 e s 


-K..} 


+ 




Es seien: i* eine Zahl >1 und ein positiver echter Bruch. Wie 
sich ohne ernstliche Schwierigkeiten zeigen laBt, ist für aile dem abso- 
luten Betrage nach hinreichend kleinen reellen oder komplexen Werte 


. dC dC dC 
''«n dl’ dz’ 

(27) 


ctwa 


[or d^: \di: 

\dx / \ 0y \àz\ 




mithin wegen f (0, 0, 0) =0 auch | C| und aile reellen oder kom- 

plexen t in dem Bereiche 

(28) \k(t)\^k*. 

Der Quotient j J ist also von Null verschieden®®. 


Vgl. loc. cit. S. 493 — 494. Einige Vorsicht erfordert die Behandlung des 

Quotienten (26) in der Umgebung des Koordinatenursprunges. Als wesentlich er- 

... da de 

weist sich hierbei der Umstand, daÛ - , . . • , *v; * in der Umgebung des Anfang- 


punktes hôchstens wie r" 


dx* ’ ’ ’ ' dz 
unendlich werden kônnen. 
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Der Integralausdruck ist eine in dem Gebiete analytische 

und regulâre Funktion von t. Dies erkennt man leicht wie folgt. Man 
setze 

(29) / + >«/, 

i y* ÿ 2^ 


unter T den in dem Kugelkôrper ^ + [y' — y) ^ + {z' — z) ^ 

enthaltenen Teil von T verstanden. Das Intégral J ist, wie man un- 

T-f 

mittelbar sieht, eine in | ^| < /* analytische und regulâre Funktion von t. 
Berücksichtigt man, daB J für aile {x, y,z) in + aile wie vorhin 

T 

angegeben beschaffenen reellen oder komplexen J und aile t in | / 1 ^ 
für D-> 0 gleichmâBig verschwindet , daB mithin gleichmàBig J == lim / 
gilt, so erhâlt man in der Tat unsere Behauptung. t t-t 

Nach bekannten Sâtzen ist für |/|<^* und für aUe ^ (^0) 


,30) 

' dt" 0-^0 J à(x',y',z'} ) 

T-f 

__ r„ô-> fl d{x’+a’l^',y'+b’tC\z'+c't^')\ 

-'"r of-Ur àw.y'.z') r^- 


Der Taylor-Cauchysche Entwicklungssatz liefert wegen [28J(=o = 2B mit 
Rücksicht auf (30) 

(31) 5a\= SB + 28(n)^n_^ , ^ 


[32) 3®»”) = 


à-J/'IS 


r 1 /-ffc'/f', j'-l-f'/C')! 


iQt 


d {x', >■', 2 '} 


![ dr’. 

j <=0 


und für i = l, da ist, wie behauptet, 

(33) 28i- 2g - m>+ 2g<2)+ 2g(3)+ >. . 


Man verifiziert leicht, daB tatsàchlich die auf S. 97 angegeben e 

Form hat. Es lieBe sich ohne Mühe zeigen, daB die Reihe (33) in bezug 
auf X, y und z gliedweise differentiiert werden kann, doch wollen wir 
uns dabei nicht aufhalten. (Vgl. übrigens die Betrachtungen auf S. 45.) 

Wir wollen jetzt die in (32) angedeuteten Rechnungen für n — 1 
tatsàchlich durchführen. Wegen (25) ist zunâchst 


T 


?♦ 
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Des weiteren ist, wie man leicht sieht, wegen (26) 


<36) 



ri Ml 

2 3/ 


L e? Jt-0 




+ {ÿ- y) {b'C- bC) + {/- Z) (c'r- c;)} = + 

In (36) bezeichnet 6 den von dem Vektor PP' mit der AuBennormale {v') 
2 u Sj» in P' eingeschlossenen Winkel, (p ist der Winkel, welchen der 
gleiche Vektor mit der AuBennormale zu Sj in P einschlieBt®^. Aus 
(34) und (35) folgt, wenn, wie wir jetzt annehmen wollen, / stetig ist 
und stetige oder zum mindesten abteilungsweise stetige partielle Ab- 
leitungen erster Ordnung hat, nach einer teilweisen Intégration in 
bekannter Weise (vgl. loc. cit. S. 496) 


(36) œ»:- Î - » f/'r ^ *'+ » f/'ic'rf»' - ^ (i)rft' 

T ST 

T 

und, da 5ÿ(“")” ist, ailes in allem 

(37) »<■■= + "/''if''»' - *1” % î*'- 


Vorhin ist / stetig vorausgesetzt worden. Es môge nunmehr demgegen- 
über / auf einer beslimmten Niveauflâche S eine sprungweise Unstetig- 
keit erleiden®® und im übrigen in jedem Stetigkeitsbereiche, der Rand 
allemal eingeschlossen, stetige Ableitungen erster Ordnung haben. Jetzt 
finden wir, wie man leicht bestâtigt, 

(38) = 

T S 6 

imter [/'] den Sprungwert der Dichte auf ® verstanden, in naheliegender 
Schreibweise [/'] ==/{t'+ 0)— /(t' — 0). Übrigens kônnte man in den über 
5 und S erstreckten Integralen /', das ja dort konstant ist, vor das 
Zeichen des Intégrais setzen. Eine ganz analoge Formel erhàlt man, 
wenn / auf einer endlichen Anzahl von Niveauflâchen einen Sprung er- 
leidet; unter © ist diesmal die Gesamtheit der Unstetigkeitsflâchen zu 
verstehen. 


Die Niveauflâche durch P', die zu dem Werte r' des Parameters gehôren 
mag, ist im Text sinngemâû mit S^' bezeichnet worden. Natürlich kann auch Sx* 
mit Sx identisch sein. 

Es handelt sich um eine Anwendung der GauBschen Formel. Man beachte, 
dafi a'* + ist. 

Die etwaigen Sprungflâchen sind, wie man sich leicht überzeugt, allemal 
Niveauflâchen des Gesamtpotentials. 
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Wir setzen zur Vereinfachung 

O)? — CO® 


(39) 

und finden 


2x 


= A 


(40) y ï*= t*= 'f {(X + ai)‘ 


2 

1 «2 


+ (y + & 0 * ~ ” y*)} = ï* + (^^^ + &*) + (w® + 2 X A) f (a;v + 6 y) . 


Aus (17), (18), (16), (37) und (40) folgt jetzt 

(41) ?<s - gB<®>- . . . 

6' r 

— xol( X ~dT [ — xXt^— h^) — (ci/+ 2 xX) C {^x + ày) 

J Qi ^ 

Tt 

Der Ausdruck (x>'^{ax + hy) ist augenscheinlich gleich co^t mxiltipliziert 
mit dem Kosinus desjenigen Winkels, den (v) mit dem Lot von {x, y, z) 
auf die J2:-Achse, nach {x, y, z) hin gerichtet, einschlieBt. Wir schreiben 

^ + Cü®(a* + 6y) = ;<V>. 

Offenbar ist xxp die Schwerkraft im Punkte [x, y, z). Nach Voraussetzung 
ist in r + 5, auBer in dem Koordinatenursprunge, y<0. Wir nehmen 
an, daB in der Umgebung des Anfangspunktes y) wie t oder, was dasselbe 
bedeutet, wie r verschwindet. Die Gleichung (41) erhâlt jetzt nach 
Division mit x die Gestalt 


(42) H + J/'J Jr . - .Jz' ‘,*1 - df 


CO 


T, 

+b^^) -^2XC(ax + by)-- (28(2) 4. 355(3) +...). 


Ist /' abteilungsweise stetig, so tritt links jioch der Summand 
— J*[/'] hinzu, so daB wir finden; 

(43) Vf + J/' i - J (/'] ■-{■<(»■ - jr > *- = s - » j /i 


Tx 

- At® + b^) - 2 AC (ax + èy) - ^ (28(« + + ••.)• 


Dies ist die fundamentale Integro-Differentialgleichung, die den weiteren 
Betrachtungen zugnmde gelegt werden soit. 

Ist die Dichte in T konstant, handelt es sich also insbesondere um 
die Bestimmung schwach inhomogener Gleichgewichtsverteilungen in der 
N achbarschaft einer gegebenen homogenen Gleichgewichtsfigur, so ist 
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df' 

— = [/']=0, und wir erhalten 

(44) C’do' = s - aj x' I àx\ - - g (a^ + 6*) 

S Tl ^ 

-2AC(aA; + 6y)- i(2BW+SB<»>+ ...)■ 

Ist auch noch finden wir noch einfacher 

(45) y>C +jr^C'da'=s - At* - + b^)-2C^ax+ by) 

^ - - (2B<2) + 5!8W + ...)• 

Augenscheinlich handelt es sich diesmal um die Bestimmung einer zu 
dem Werte coi der Winkelgeschwindigkeit gehôrigen homogenen Gleich- 
gewichtsfigur in der Nachbarschaft einer gegebenen, ebenfalls homogenen 
Gleichgewichtsfigur von gleicher Dichte. Wie man sich leicht überzeugt, 
ist die Grundgleichung (45) bis auf einige Ânderungen der Bezeichnung 
mit der in dem dritten Kapitel aufgestellten Integro-Differential- 
gleichung (75) III identisch. Sie ist vorhin auf einem etwas anderen Wege 
abgeleitet worden und gilt allgemeiner, auch wenn die Niveauflachen 
des Gesamtpotentials, die a. a. O. gar nicht herangezogen wurden, môg- 
licherweise die besonderen, im vorstehenden angeführten Voraus- 
setzungen nicht erfüllen. Die Beziehungen (44) und (45) gelten für aile t 
in r + S. Rechter Hand bezeichnet s eine (stetige) Funktion von r. 
Handelt es sich um eine homogène Flüssigkeit, so genügt es, sich auf 
die Betrachtung der Punkte auf S zu beschrânkcn und f als eine Orts- 
funktion auf S aufzufassen. 

Wir kehrcn jetzt zu der allgemeinen Gleichung (43) zurück und 
setzen diesmal speziell voraus, die Dichte nehme von auBen nach innen 
monoton zu oder zum mindesten nicht ab, so daB auch Konstanzgebiete 
vorkommen kônnen. Es sei der kleinste, /jj der grôBte Wert der Dichte. 
Es gilt kann / in dem Intervalle <0, I> auch eine 

endliche Anzahl Sprifngstcllen haben. Für (43) kann man im vorliegen- 
den Falle, wie man leicht sieht, schreiben: 

G/ 

(46) v f + J df'j r da'=s- «J dT\ b^) 

O Sj» Tl 

-2XC(ax + by)- i (B<2) + 2BW +...)• 

Das Intégral linker Hand ist ein Intégral im Sinne von Stieltjes. Die 
Sprungstellen der Dichte, zu denen auch die freie Oberflache der Aus- 
gangsfigurS gehôrt, auBerhalb von T + S ist ja die Dichte / gleichNull, 
liefem, wie leicht ersichtlich, die über S und © erstreckten Integralaus- 
drücke in (43) links. Es ist nicht schwer, zuzeigen, indem man diebekannten 
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Eigenschaften der Stieltjesschen Intégrale heranzieht, daB die Formel (46) 
gilt, auch wenn /, als Funktion vont aufgefaBt, in den Stetigkeitsinter- 
vallen eine Ableitung gar nicht besitzt, ja sogar eine beliebige in dem 
Intervalle <0, I> erklârte, nicht wachsende Funktion von r darstellt®’. 

Aber auch, wenn man bezüglich / die eingangs eingeführten Voraus- 
setzungen macht, so daB / nicht notwendig mehr von auBen nach innen 
hin zunimmt (nicht abnimmt), kann man, wenn man / als Funktion 
vont auffaBt, / — /(t), (43) in der Form 
00 

(47 ) (r') J r \ rfa' = s - « J dz[-U^--^ (a^ + b^) 

0 Tl 

- 2-aC {ax + by) - (28(2) ^ ggcs) + . , 

schreiben®®. 

Wir haben vorhin angenommen, daB die Flüssigkeitskôrper T und 
1\ wie starre Korper um die z-Achse rotieren. Ist demgegenüber die 
Winkelgeschwindigkeit wie bei den analogen Betrachtungen des dritten 
Kapitels eine (bekannte) Funktion des Abstandes von der Rotations- 
achse, a)(r^) und (t^ — + sogelangt man, wie man sich an 

Hand der Entwicklungen auf S. 48 leicht überzeugt, zu der Integro- 
Differentialgleichung 

(48) Ÿ-C + J/' J J[/'] ’ CVa'- 

s ® r " 



(«2+è2)^2_ 




r 




(r'"*)] x’dx' - i (2B<2) + 5!B(»> +...)• 


Natürlich hat diesmal die Ausgangskonfiguration Axialsymmetrie um 
die z-Achse. 

Zum SchluB dieser Nummer einige grundlegende Ungleichheiten, 
die bei dem Konvergenzbeweis zur Verwendung kommen. 

Es sei wie vorhin C eine in F + 5 erklârte stetige, im Koordinaten- 
ursprung O verschwindende Ortsfunktion, die in den in bezug auf die 
Symmetrieebenen des Systems symmetrisch gelegenen Punkten die 
gleichen Werte annimmt, beschrànkte und, auBer hôchstens in O, stetige 


Es genügt, um dies zu zeigen, die bei der Ableitung von (36) auszuführende 
teilweise Intégration aufmerksam zu verfolgen. 

Das Intervall <0, c») kônnte man übrigens durch <0, ï,„> (ï,|t>ï be- 
liebig) ersetzen. Das Intervall <0, I^> zerfàllt diesmal, woran wir noch einmal 
erinnern, in eine endliche Anzahl Teile, so daû in jedem dieser Teilintervalle / und 
d f 

sich stetig verhalten. (Vgl. die Fuûnote ®^.) 
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^ C ^ C 5 c 

partielle Ableitungen erster Ordnung Qx * 'fy‘'§z 
ziehungen 

(49) |||, ,|||- somit auch 

erfüllt. 

Wir bezeichnen die Werte, welche die Funktionen SBi, 2B, SB’"* im 
Koordinatenurspninge annehmen, mit jSBi, o^B, o®3‘”’ und setzen 

(50) ?^=(SBi-SB-8BW)-(oSBi-oSB-oSB«) 

= SB”** + SB”*) + . . . - oSB’*) - oSB’** - . . . 


Augenscheinlich ist W im Punkte O gleich NuU. Wie sich zeigen làBt, 
genügt W Ungleichheiten von der Form 


(51) 


Id'Pl dW 
\Vx\' Jy 


Id'P 

I 02 




Übrigens kann, was für das folgende wesentlich ist, C auch koniplexe 
Werte annehmen (vgl. loc. cit. S. 500 — 504). 

Wir nehmen von nun an ^ an und bezeichnen mit ^ eine beliebige 

andere wie ^ beschaffene Ortsfunktion in T + 5. Auch f nimmt demnach 
in zwei in bezug auf die Æ + 1 Symmetrieebenen symmetrisch gelegenen 
Punkten dieselben Werte an, verschwindet in O und erfüllt die Be- 
ziehungen 

(52) 

Es sei femer 


dx I ’ 


dy I’ 


'K 

dz 




(53) 


\dx' 


K-î)|. f,e-o 


’ I dz 


(C-0 






Bezeichnet man den zu W analogen, auf f bezüglichen Ausdruck mit W 


( 54 ) ÿ/ = (28, ^ 2B ^ 28W) - (oSBi - oSB - o® 


so gelten, wie man des weiteren zeigen kann (vgl. loc. cit. S. 504 — 505) , 
die Ungleichheiten 


(55) 


j dx 




dz 


{W-W) 




Noch einige Ungleichheitsbeziehungen verwandten Charakters. Es gilt 
(vgl. loc. cit. 75 S. 505—506) 

(56) 128(2)+ 358(8)+ . , I == 123^ - SB- SBO)| 

sowie 

(67 ) I (28(7) + 28(8) +...)_ (98(2) + 28(*) + . . .) | ^ ^ 
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Es sei schlieDlich 
. (58) 


r. 

(êi =(^i' - - ÿi)®+(«i - 2i)*). 


Wie man leicht feststellt, ist das Newtonsche Potential SKi, als Funktion 
von X, y, Z aufgefaBt, in T + 5 nebst seinen partiellen Abkitungen erster 
Ordnung stetig. Ferner gilt in T + S 


(59) 

somit 


Jlj ^ «7, 




i A 
! dy 



Des weiteren ist 


^ ySagr* 


\~ 
I dz 


j ^agr, 

ioQi = xi+y^+zf). 


(60) |^(!»i-éi)|, ...^Ogra, lœi-éil^aioey. 

17. Nichthomogene Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft 
von homogenen. Der Übersichtlichkeit halber wollen wir der Unter- 
suchung der allgemeinen Integro-Differentialgleichung (43) eine Be- 
handlung des wichtigen Spezialfalles einer homogenen Gleichgewichts- 
figur als Ausgangsfigur vorausschicken nnd nehmen demgemâB / kon- 

stant, mithin an®^. Die Gleichung (43) erhâlt jetzt, wenn wir der 

Deutlichkeit halber y){T), C(t) statt y), ^ schreiben, die Gestalt (vgl. die 
Formel (44)) 

(61) v(t)C(t) + s(r) - 

S Ti 

- C' (a* + i>^) -2?.C{ax + by) - - + 28(®> +...)■ 

Z TC 7C 


Sie gilt für aile r in T + 5. Rechter Hand ist s(x) eine zunàchst noch 
beliebige stetige Funktion von r. Im Einklang mit den auf S. 104 ein- 
geführten Bezeichnungen môgen von nun an wie schon oben oÇi den 
Abstand des Punktes in + vom Koordinatenursprung, 
oC» 0 ^ die Werte von s, tp, C» ^ in O bedeuten. Für t->0 folgt 
aus (61), da = ist, 

( 62 ) J C'da’ = „s - + oSffiW +...), 


Mit schwach inhomogenen Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft der 
Maclaurinschen und Jacobischen Ellipsoïde hat sich Liapounoff in den beiden in 
der Fufinote genannten grofien Abhandlungen beschàftigt. Die Méthode von 
Liapounoff ist von der im folgenden gebrauchten ganz verschieden und mit der- 
jenigen verwandt, der er sich bei Behandlung homogener Gleichgewichtsfiguren in 
der Nachbarschaft der Fltissigkeitsellipsoide bediente (vgl. 6.)- 
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darum 

(63) V(T) C(T) + J/'(i -.y - .s - a ±)ir; 

- At*- g- C* (a*+ 6*) - 2 A C(«^f + by) 

- I (a8f«> + 20(8)+ ... - o2B(8) - o2B<8) 

Làflt man t gegen a auf S konvergieren, so gibt (61) 

<64) y,{<j) C(a) + jf'lc'da'= s{\) - a 

5 2'i 

" 1 

- ^ CM«*+ 6*) -2AC(aJ)ir + 6Y) - - (20(8)+ 20(8)+ . . .). (æ=X^+Y^). 

Es ist zu beachten, daC hier linker und rechter Hand überall der Auf- 
punkt der Punkt a — {X, Y, Z) auf S ist. 

Wir hatten bereits in 8. die Gelegenheit, uns mit der homogenen 
I ntegralgleichung 

(65) 


y(®) c(ff) + J/'-^r<fCT'= 0 


zu beschâftigen und festgestellt, da6 sie stets eine triviale Nullôsung 

(66) = , J/ yi «1 (fff = — 1 

hat. Ist T kein Rotationskôrper um die z-Achse, so hat (65) eine weitere 
triviale Nullôsung 


(67) 


M,= 


= \ Y = Xb — Ya, ffy)ulda= — l. 


Augenscheinlich ist in bezug auf die durch die ^-Achse hindurch- 
gehenden Symmetrieebenen symmetrisch und geht in — bei der 
Spiegelung an der E,bene ^ = 0 über. Des weiteren ist in bezug auf die 
Ebene ir = O symmetrisch und ândert bei der Spiegelung an den übrigen 
Symmetrieebenen sein Vorzeichen. Ist T ein Rotationskôrper, so wird 
im folgenden wie früher Mj— 0 gesetzt. 

Der Einfachheit halber nehmen wir zunâchst einmal an, daB (66) 
keine weiteren Nullôsungen hat (der regulâre Fall), und setzen 

( 68 ) -g' = V’ V' («1 «1 + «2 «2) + N {a, (Y). 

Nach bekannten Sâtzen hat die Integralgleichung 
(69) i(,{a)C{a)+Jf'Nl:'da'=0 

keine Nullôsungen mehr. Führt man die Beziehung (68) in (64) ein und 



Nichthomogene Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft von homogenen. 107 


beachtet, daB aus Gründen der Symmetrie 
(70) Jfyu[C'da' = 0. Jfyu'^C'da’=0 

ist, so erhàlt man 

( 71) fia) Cia) + [/'iV(a, a') C'd&=^ s(l) - a J x' dr[ 

-kR^- ÿ CHci^+ b^)-2kCiaX+bY) - - (9B(")+ g8(*>+ -..)• 

^ ?C 9C 

Es sei 

s(r)=oS + Ai*ê(r) 

gesetzt, unter ê(r) eine vorgegebene, nebst ihrer Ableitung stetige 
Funktion von r mit è (I) =4= B, unter qS einen zunâchst noch nicht bekann- 
ten Wert, unter h einen zu bestimmenden Koeffizienten verstanden. 
Die Gleichung (63) nimmt damit die Form * 

{ 72 ) fir) ar) = - J/' (I - fW + /* rH (r) - a J /(I - 

5 Tx 

-4-CV+6')-2AC(rf^+6y)-i(28<*>+2B<»)+...-o3B<2)-„28<*)-...) 

TC 


an. 

Das System (71) und (72) wird durch sukzessive Approximationen 

gelôst. Mit Rücksicht auf den zur Verfügung stehenden Raum müssen 

wir uns im folgenden mit der Wiedergabe der Hauptgedanken begnügen 

und verweisen wegen der Einzelheiten auf die in der FuBnote genannte 

1 

Abhandlung, S. 509 — 525. Wir beginnen mit der ersten Nàherung f (t). 
1 

Die Werte I^{g) auf 5 bestimmen sich aus der Gleichung 


( 73 ) fia) Cia) + J/ 'Nia, </) Cia')da' = s (l) - a J dr' - 1 

S T 

ZU 


(74) 



S(l) 


Ç./ ^ .dr' 

V'(ff) 

V>(a) 

^ Q{a.T') 



T 

.fü). 

a 

dr"-k- 

>/>(</) 

V'(a'K 



d(/, 


unter H (a, a') den zu f' N (a, a') gehôrenden lôsenden Kern verstanden. 


Wie in 9. und 10. lâBt sich zeigen, daB CM auf S in bezug auf die 
Symmetrieebenen von T symmetrisch ist und stetige Ableitungen erster 
Ordnung hat. 

Wir setzen weiter 






( 75 ) 
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1 

und bestimmen C('r) in J durch 


( 76) fit) C(t) = - J/' tda'+ h r*g(ï) -a[ - -jd-c' -XtK 

1 

Augenscheinlich ist ^(t) in T in bezug auf die Symmetrieebenen von T 
symmetrisch. Die rechte Seite der Gleichung (76) stellt eine nebst ihren 
partiellen Ableitungen erster Ordnung stetige Ortsfunktion in T + S 
dar. Man überzeugt sich ohne Mühe, da6 diese partiellen Ableitungen in 
O wie r verschwinden, demnach die betrachtete Funktion selbst, die ja 
in O verschwindet, sich in der Umgebung dieses Punktes wie verhàlt. 
Nach Voraussetzung verschwindet ^(t) in O wie r oder, was dasselbe ist, 

I 

wie y;®® darum hat C('r) in T beschrânkte, hôchstens mit Ausnahme des 
Koordinatenursprungs stetige Ableitungen erster Ordnung und ver- 
schwindei: für r->0. Man überzeugt sich jetzt leicht an Hand der Be- 

ziehung (75), daB auf 5 die beiden Formeln (73) und (76) zu den gleichen 
1 1 

Werten C(^) führen, darum ^(t) in T + S beschrânkte und, auBer 

hôchstens in O, stetige partielle Ableitungen erster Ordnung hat. 

1 111 
T sei das durch die Transformation {x, y, z)->-{x + a C, y b C, 2 + cC) 

vermittelteBildvon T. Mit q, . . . , • . .bezeichnen 

wirdas,wasmanerhâlt,wennmanin pi, oPi. SB’®’, SB’®’, , oSB’®’, qSB’®’, . . . 
1 2 
C durch f ersetzt, und bestimmen die zweite Annâherung C(o’) auf S 
aus der Gleichung 


(77) y,{a)ho)+jrN{a.a')i'da'=^s(i)-<xj / ! ^ 


- P (à® (a® + b^) - 2U{aX + b Y) - i(è<®) + é’») + . . .) 

^ X X 


J Ü 


ZU 


(78) h„) = J;, ,«) - fi 

1 

T 

[5(0 


! 1 

Prâziser: j ^ ! hat in der Umgebung des Koordinatenursprunges eine von 
Nul! verschiedene untere Grenze. 
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Wir setzen nunmehr 


(79) 


J 0 ^ J nO ^ 


IH(1) 


und bestimmen C('î') T aus 
( 80 ) v>(t) C(t) = - J/'^^ - -i) C'da'+ At*ê(t) - a J x' (t - -r) 


2x 


1 1 

••• /rtY 


(OHa^ + b^) -2)iC{ax+hy)- ^ (8B(*> + aS<®> + • - • -«SS® - . . . ) 

— /''(ô - *--«(*)-« J x{\ - 

s X ^ 0. 

-Aï2+77{A.C}-oi7{Ai}.»i 

Wie man sich ohne groBe Mühe überzeugt (vgl. loc. cit. S. 511 — 513)^ 

2 

ist f (t) in T + 5 in bezug auf die Symmetrieebenen von T symmetrisch, 
verschwindet in O und hat beschrânkte und, auBer hôchstens in O, 
stetige Ableitungen erster Ordnung. 

Man geht so weiter und findet für die w-te Nâherung C(t) (w^ 2) die 
Fomieln 

(81) ^{a)'t{a)+{rN{a,</)l'da'==s{\)-oi [ ^ -XR^^ n[Xx\ 

/ 4 ^ • 

(82) C(<r) = ^[s(I)-aJ/^rfV‘-;./?=‘+/7{A:n} 

n-1 ^ 

T 

oS = J/'^g CV(r'+ a J/-L V+ 1 (,m> + o'sBW +...), 


(83) 


n-1 

T 




F«(l) 




n-1 

T 


Wir bezeichnen zur Abkürzung mit ^ {A, Ô Wert von 17 {A, C} iui 
Koordinatenursprunge. 
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Der IterationsprozeB kann, wenn man |a| , | und 1 5(1) | hinreichend 
klein annimmt, beliebig fortgesetzt werden. Die Nâherungsfunktionen 

n 

^(t) konvergieren gleichmâBig gegen eine in r + 5 stetige, in 0 ver- 
schwindende Funktion ^(t), die in T + S beschrânkte und, hôchstens 
mit Ausnahme des Koordinatenursprunges, stetige partielle Ableitungen 
erster Ordnung hat und die Integro-Differentialgleichung (61) befriedigt. 
Die so gewonnene Lôsung ist die einzige ihrer Art. Der Beweis aller dieser 
Behauptungen làBt sich durch eine sinngemâBe Modifikation der in 
9. durchgeführten Überlegungen erbringen (vgl. loc. cit. S. 514 bis 
520) Eine wesentliche Rolle spielen hierbei die am SchluB von 16. an- 
gegebenen Ungleichheiten. 

Wir nehmen jetzt speziell k — 2 an, denken uns das Achsenkreuz so 
orientiert, daB jedenfalls aile drei Koordinatenebenen zu Symmetrie- 
ebenen von T werden, und setzen voraus, daB Nullôsungen der Glei- 
chung (66) existieren, die von und linear unabhangig sind {der Ver- 
zweigungsfall) . Es ist in 8. gezeigt worden, daB es gewiB Système linear 
unabhàngiger Lôsungen, wir bezeichnen irgendeins mit Ui,U 2 , . . - , 
gibt, die wie folgt beschaffen sind. Sie enthalten die beiden vorhin be- 
trachteten trivialen Nullôsungen und U 2 , erfüllen die Orthogonali- 
tâts- und Normierungsbedingungen 

(85) pfUkUida = 0 (k^l), Jffuida=—l 

und ândern sich beim Übergang von a zu den in bezug auf die Sym- 
metrieebenen von T symmetrisch gelegenen Punkten nicht oder aber 
wechseln das Vorzeichen. Der Einfachheit halber nehmen wir im fol- 
genden zunr.chst an, es gebe nur eine von und U 2 verschiedene 

Nullôsung Wg, und es môge, unter o einen zu a in bezug auf irgend- 
eine der Symmetrieebenen spiegelbildlich gelegenen Punkt verstanden, 
allemal 

( 86 ) U3(a) = us(a) 

sein. Nach bekannten Sàtzen hat die Integralgleichung 

(87) y^{a)Cio) + Sf’^C'da'=0 

S 

^2 Es sei daran erinnert, dal3 wir vorhin der gesuchten Gleichgewichtsfigur 
von vornherein bestimmte Symmetrieeigenschaften auferlegt hatten. Diese Vor* 
aussetzung kann man, wie E. Hôlder in der in der FuBbemerkung genannten 
Note zeigte, fallen lassen. DemgemàB braucht auch nicht mehr vorausgesetzt zu 
werden, daB das Bild des Punktes O mit O koinzidiert. Auch in einer anderen 
Richtung geht E. Hôlder über die Ergebnisse, über die im vorstehenden referiert 
worden ist, hinaus. Er normiert die Lôsungen im AnschluB an Liapounoff so, daB 
man die GewiBheit hat, nicht mehrmals die gleiche Konfiguration zu erhalten. Es 
wird das Volumen von Tri allemal demjenigen von gleich gesetzt. 
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mit 

(88) 


9t(cy, CT') = “ + ^^2^2 + % ^3 ) 


keine NuUosungen mehr. Wir schreiben die Beziehung (64) in der Form 
(89) y){a) C(cr) + J/'9î(cr,o') C'da'=- fu^r^ + s(I) — a.jx'~^-drî 

S Tl 

-XR^-ÿ-C^{a^ + b^)-2X^aX + bY)-~ ( 28 (!*> + 28 <®> + . . .) , 


(90) r3= —jf'rp’u!iCda’ , 

S 

und setzen wie auf S. 107 unter h einen noch zu bestimmenden, ab- 
solut hinreichend kleinen Wert verstanden, 


s(t) =oS+*ï^â(t), 


(92) v(r) m = -J/'( j - i) {'*'+ i fsw -./;('( t - -L) 

s Tl 

-Xx^-^CHa^ + b^)-2XC{ax + by) 

Z X 

- l (aB<2> + + . . . - o2S‘'^ - -•••)• 

Durch Überlegungen, die den auf S. 107 ff. angedeuteten parallel verlaufen> 
kann man beweisen, daB die Integro-Differentialgleichungen (89) und 
(92) für aile hinreichend kleinen Werte von |s(l)|, |a|,|A] und \r^\ 
eine und nur eine in T + S stetige, in O verschwindende Lôsung C('î') 
besitzcn, die daselbst beschrânkte und, hôchstens mit Ausnahme des Ur- 
sprunges, stetige partielle Ableitungen erster Ordnung hat. Die Lôsung 
ist in bezug auf die Symmetrieebenen von T symmetrisch und erfüllt 
beilàufig die Ungleichheitsbeziehungen 


(93) 


I ? ^ I < 

\dx\* \ dy\' j — 4 ' 


Es gilt ferner die in einem Bereiche 


Ki^y3^-L 


(94) 


^(1)1 


i'^3 


<d^ 


konvergierende Entwicklung 
(95) C(t) 


Die Koeffizienten ^viv.,v^v, sind Funktionen von x,y,z, die in F + S 
stetig sind und beschrânkte, hôchstens mit Ausnahme des Koordinaten- 
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ursprunges stetige partielle Ableitungen erster Ordnung haben. Die un- 
endliche Reihe (95) kann gliedweise differentiiert werden (vgl. loc. cit. 

S. 622 — 624). Führt man jetzt die Entwicklung (95) in (90) ein, so er- 
hait man eine Bestimmuhgsgleichung für /g, eine ,,Verzweigungs- 
gleichung'". Sie ist von der Form 

(96) da + * s(l), a; ^s) = 0. 

S s T ' 

unter ^ eine Potenzreihe, die mit den Gliedern zweiten Grades beginnt, 
verstanden. 

Es sei 

(97) ^3= r3(A,s(I),a) 

eine für A = s(l)=a = 0 verschwindende Lôsung der Gleichung (96). 
Für hinrmchend kleine Werte von |.^| , j s(t) | , |a| ist demnach mit (97) 
die Bedingungsgleichung (90) gewiB erfüllt. Die Funktion (95) genügt 
der Integro-Differentialgleichung (61), die Konfignration + ist eine 
Gleichgewichtsfigur rotierender Flüssigkeit. Die Untersuchung der 
Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft der gegebenen Figur ist 
damit auf die Diskussion der Verzweigungsgleichung (96) zurückgeführt. 
Wir begnügen uns mit diesen Andeutungen und verweisen im übrigen 
auf die analogen Betrachtungen auf S. 62ff.®^. 

Durch die Betrachtungen auf S. 105 ff. ist u. a. die Existenz schwach 
heterogener Gleichgewichtsfiguren in der Umgebung aller nicht sin- 
gulàren Maclaurinschen und Jacobischen Ellipsoïde dargetan. Was die 
Verzweigungsellipsoide betrifft, so erscheint hier noch eine Diskussion 
der Verzweigungsgleichung (96) als notwendig. Es ist nicht schwer ein- 
zusçhen, daB die zu einem vorgegebenen î, s(t), a, A gehôrigen neuen 
Gleichgewichtsfiguren für aile Ausgangsellipsoide einer stetigen, kein 
Verzweigungsellipsoid enthaltenden abgeschlossenen Schar eine lineare 
Reihe bilden. 

18. Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft einer gegebenen 
nichthomogenen Gleichgewichtsfigur. Wir legen unseren weiteren 
Untersuchungen die Integro-Differentialgleichung (43) in ausführlicher 
Schreibweise 

(98) v’(r)C(T) +■ jdT'=s(t) 

S ë T 

-a - Ar*- C V + ^*) -2 6y) - ^ (©<*> + + . . . ) 

Man vergleiche ferner loc. cit. S. 620 — 525, wo sich einige weitere Einzel- 
heiten finden. Es ist zu beachten, dafi a. a. O. das bezeichnen, was im 

Text mit /Wj, . . ., zu bezeichnen wâre. 
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zugrunde. Die linke Seite kann (vgL (47)) auch einfacher in der Form 

oo 

(99) 

0 Sj. 

geschrieben werden. Bezüglich der Dichte /, die auf jeder Niveauflâche 
des Gesamtpotentials von T + S einen konstanten Wert hat, haben wir 
in 15. vorausgesetzt, da6 sie abteilungsweise stetig ist und in jedem 
Stetigkeitsbereiche stetige partielle Ableitungen erster Ordnung hat. 

Ans Symmetriegründen sind ^ in O gleich Null. Wir wollen 

darüber hinaus annehmen, daB ^ in einer Umgebung des Koordinaten- 
ursprunges einer //"-Bedingung mit dem Exponenten /^ < 1 genügt. 
Da in O verschwindet, so ist augenscheinlich Übrigens 

braucht sich / beim Fortschreiten lângs der ^-Achse vom Koordinaten- 
ursprung nach der Randflâche S hin nicht notwendig monoton zu 
ândern (nicht zunehmen). Doch darf y) in T + S, auBer in dem Ko- 
ordinatenursprunge, nicht verschwinden. In der Umgebung von O ver- 
hâlt sich tp wie 0{r) 

Für r->0 folgt aus (98), da f im Koordinatenursprunge ver- 
schwindet, 

.s s T 

Aus (98) und (100) folgt, wenn wir, unter ê(t) eine nebst ihrer Ableitung 
stetige Funktion mit ê(I)4=0 verstanden, s = oS + /îï2è(T) setzen, 

(10 .) m i) (i- >-) CW 

S (B 

T 7\ 

-2XC [ax+hy)-~ (3B<2> + SB<®>+ . . . • • •). 

oder kürzer (vgl. S. 102) 

CO 

( 102 ) v)(t) ^ (t) - / (r') Jc' (I - = Â r® ê(r) - a J/ (^ - dx[ 

0 s^, ^ r, 

— At^+/7{A, c} — f}. 
8 


Lichtenstein, Gleichgewichtsfîguren. 
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Betrachten wir die homogène Integralgleichung 

( 103 ) 

S © 

dv'\e oe 


dr'=0, 


kürzer 


(104) f{r)C{r)-jdf{x') 


Sie stellt, in der Bezeichnungsweise von A. Kneser, eine belastete 
Integralgleichung dar. Es ist nicht schwer einzusehen, daB, wenn bezüg- 
lich einer NuUôsung C(t) von (103) feststeht, daB sie sich in 0 wie 
verhàlt, ^ie in T 4-5 gewiB beschrànkt ist®^. Ist eine NuUôsung C(t) der 
Integralgleichung (103) in bezug auf aUe ^4-1 Symmetrieebenen 
von T symmetrisch, so hat C in r4- 5 beschrânkte, auBer hôchstens in O 
abteilungsweise stetige partielle Ableitungen erster Ordnung und ist im 
Koordinatenursprunge =0. Offenbar verschwindet f in O wie 
Neben der Integralgleichung (103) betrachten wir jetzt noch die Gleichung 

(105) y(T)f(T)+J/'|ri^<^'-J[/']jcw-Jrf{4^T'=o. 

s (B T 

Sie hat, faUs, wie wir zunàchst annehmen woUen, a> + 0 ist, gewiB eine 
NuUôsung Ui = conct. c und, faUs T nicht etwa Rotationssymmetrie 
um die ^-Achse hat, eine weitere NuUôsung U 2 ^const.t cos t», unter p 
den Winkel verstanden, der von (v) und dem bei einer Drehung von T 
um die z-Achse von dem Punkte P beschriebenen Kreisbogen einge- 
schlossen wird, r cos p—xh—ya. Sind aUe Rotationsflàchen um die 
2 :-Achse, so ist tcos^j^O, darum U2=0. Ist a> = 0, handelt es sich mit- 
hin um einen ruhenden Flüssigkeitskôrper mit Kugelsymmetrie als 
Ausgangsfigur, so hat die Integralgleichung (105) die Funktionen 
Ui = const. Cy Un — const. Uy == const. h zu Nullôsungen. AUe diese 
NuUôsungen hàngen eng mit Ortsànderungen zusammen, die T+S, 
als starrer Kôrper aufgefaBt, ausführen darf, ohne aufzuhôren, Gleich- 
gewichtsfigur zu sein. Wir nennen sie darum auch diesmal „triviale Null- 
lôsungen'* (vgl. loc. cit. S. 532 — 535). 


Vgl. loc. cit. S. 527 — 528. Die Môglichkeit, dafî ^(t) in O von einer hôheren 
Ordnung unendlich wird, braucht nicht berücksichtigt zu werden. (Vgl. a. a. O. 
S. 553.) 

Vgl. loc. cit. S. 527 — 532. Übrigens wird a. a. O. vorausgesetzt, daB 
df df df 

"dx* W * einer Umgebung des Koordinatenursprunges einer H>Bedingung 

mit dem Exponenten /i< 1 genügen. Hieraus ergibt sich dann, dafl die gleiche 
Eigenschaft hat. 
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Man überzeugt sich leicht, daB Ui, Ug bzw. Uj , Un, U 12 zugleich NuU- 
lôsungen der Integralgleichung (103) sind. In der Tat ist beispielsweise 

S . (5 T 

da Ui beim Übergang von r zu dem in bezug auf die Ebene z = 0 sym- 
metrisch gelegenen Punkte das Zeichen wechselt. Hat T + S Kugel- 
symmetrie in bezug auf den Ursprung, so sind Uj, Un, U 12 , wie wir so- 
gleich sehen werden, die einzigen NuUôsungen der Integralgleichung (103), 
die wir kürzer in der Form 

00 

(106 ) V’(t) f(T) - J^/(r') Jr (I - “) 0 

0 5j. 

schreiben kônnen, woselbst diesmal oQ — f' ist®®. Wie wir wissen, sind 
etwaige NuUôsungen dieser Integralgleichung, die in der Umgebung des 

Ursprunges nicht stârker unendlich werden als —, tatsâchlich in T + 5 

beschrànkt (vgl. S. 114) und hôchstens mit Ausnahme des Punktes O 
stetig. 

Wir setzen, unter (w = 1, 2, . . . , 2;^ + 1) die aUgemeinen ortho- 
gonalisierten und in irgendeiner bestimmten Weise normierten Kugel- 
funktionen ^-ter Ordnung des Polarwinkels 6 und des Azimuts b ver- 
standen, im Sinne der Âquivalenz 

œ 2n+l 

(107) UC„Jr)Y„„,. 

m=l 

Hierin bezeichnet Cnw — CnwW beschrânkte, in dem halboffenen 
Intervalle (0, 9Î> stetige Funktion (vgl. die Formel (111)). Der Kugel- 
symmetrie halber kônnen wir diesmal speziell 


(108) 


y){r) = y)(r) , /(t) = f(r) 


setzen und auch für schreiben. 
Nach bekannten Sâtzen ist für n^l 

4 JT r” 


(109) = 


2 w+T (/y»*-! ^ ^ » 

für r'Sr " 


und darum beilaufig für n^l 

( 110 ) jY„„(e'.b')da'^0. 


In (106) kann f für r > 91 (91 = Radius des Kugelkôrpers T -{-S) beliebig 
angenommen werden, denn für r>91 ist ja /==0 zu setzen. 

Vgl. beispielsweise A. Liapounoff, loc. cit. a) S. 18. A. a. O. bezeichnet da^ 
das Flâchenelement der Einheitskugel, 


8 * 
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Wir finden jetzt für n^l 

00 CO 

Sf 0 Sy. O S^r Sy 

r 00 

0 Syt r Sj.f 

Wegen (107) ist 

( 111 ) fCY„J6,b)da = r^^„Jr)f(Y„je.b))^da=A„^r^Cnm(>'). 

Sr G, 

die Intégration rechter Hand erstreckt über die Oberflâche der Ein- 
heitskugel Kq um 0. Demnach gilt für n^l 

CO 

(112) Jy„„(e, b)dajdf(r') Jr(i-i)^(T' 

Sj. 0 

r oo 

= 2 «Tl J + rnTl "'-J ^ • 

0 r 

Ans (106), (111) und (112) folgt jetzt für n^l fast unmittelbar 

r 

(113) f{r) C„Jr) JCnm(r') ^''Jli'd/(/) 

0 

00 

-^+if^nmi>'')j-^^.id/(r')=0, n^l (m = l....,2n + l). 

r 

Der Einfachheit halber wollen wir im folgenden Cn ^ür Cnm schrei- 
ben. Wird die linke Seite der Gleichung (106) über integriert, 
so findet man 

oo 

(114) f(r)j!;{r)da-jdf(/)jc(r')dü'j = 0 . 


Sj. 0 s, 

Nach bekannten Sâtzen ist 


(115) 


J Q 


da- 


y— für =^7ir für r'^r, 


®® Wir setzen zur Abkürzung f(Y^jj^(d,b))^do = Anm‘ Die Art der Nor- 

èo 

mierung der Kugelfunktionen b) ist für die folgenden Betrachtungen be- 

langlos. 
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sodaBwirfür (114) wegeny)(y) = — 

O Sy 

r r 

(116) Jc(T)i<r + J^/(/) =0 


= -p— 


O Syf 


schreiben kônnen. 

Aus (107) folgt, wenn wir annehmen und für Coi einfacher 

Co setzen, 


(117) Jc(r)da = 47zr^Co(^), Jc(r')da'(^r — y'j = 4n/^Co(f'')(f' 


und (116) geht über in 


(118) Co(^) f /(r')r'^d/+rf Co(^') /(/— df(r') = 0 . 

0 0 

Aus dieser Gleichung ergibt sich, selbst wenn man, wie wir es in den 
folgenden Zeilen tun wollen, bezüglich der Funktion /(r) lediglich vor- 
aussetzt, daB sie nicht zunimmt, ohne notwendigerweise stetig zu sein, 
daB fQ(r) = 0 ist (vgl. loc. cit. S. 538 — 539). 

Betrachten wir jetzt die Beziehung 


r 

(119) y){r) C„(r) - jcjr') (/)”+^d/(r') 

0 

CO 

r 

Sie bat nur für n — l beschrânkte, von Null verschiedene Lô- 
sungen. 

Es ist vor allem leicht zu sehen, daB die Integralgleichung 


r 00 

( 120 ) v{r)Ci{r)-l^jc^{r'y'df(/)-'^-^jUr')df{r') = 0, 

0 r 

in die (119) für n = l übergeht, durch Ci(^)^l befriedigt wird. Diese 
Lôsung führt zu den eingangs gefundenen trivialen NuUôsungen 

Ui, Un, Ui2* 

In der Tat ist, wie eine teilweise Intégration lehrt, 


( 121 ) 


r 


r 


J /®^^/(/) = r^f{r) — 3 J r'^f(r') dr', 
0 0 


/i/(/)==-/(r). 
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somit 


( 122 ) 

O r 0 

r 

= J /(0 r'^dr'=y){r), 

ü 

so daB 1 die Gleichung (120) tatsâchlich befriedigt. DaB sie keine wei- 
teren beschrânkten, von der Lôsung 1 linear unabhângigen Lôsungen 
hat, ist an der mehrfach genannten Stelle S. 540 — 541 gezeigt worden. 
Es sei schlieBlich n>l. Die Gleichung (119), die wir in der Form 

r 

(123) y>i^) ^„{r) = Jc„(0 r'^df{r’) 

O 

r 

schreiben kônnen, liefert mit |Cn(>')|<-^ 


(2«+l)V2 


4 JiL f 

' ■“(2?r+T)72l 

4t7iL 

^2 w + 1 ) 4 71 


0 r 

r 

[^' J 3 / V(/) [f(r')r 




( 125 ) 

darum für n>l gewiB f„(r) = 0,^® 

Wir kehren jetzt zu der Voraussetzung co + 0 zurück. Die Integral- 
gleichungen (103) und (105) haben gewiB und Ug zu Nullôsungen. 
Hat T -j- S Rotationssymmetrie um die Gerade z = 0 , so ist überdies, 
wie wir wissen, U 2 = 0 . 

Es sei zur Abkürzung für aile r in T + S 


(126) K(t, V) 


( 1 ô/(r') 

y>{r) 

dv' Q 

f{c') 

1 

VW É 



1 

y){r) 

eir.a') 


-jr für r' in T, jedoch nicht auf © , 


, t'=c;' auf 


Den vorstehenden Beweis, dafi ^„(r) = 0 ist für w >1, verdanke ich einer 
freundlichen brieflichen Mitteilung des Herrn Kostitzin. 
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dx^dx va r, jedoch nicht auf auf S und @ gesetzt. Die Integral- 

gleichung (105) nimmt damit .die Form 

(127) C(r) + jK{r,T;')C(r')dT/=0 

an. Die hierzu adjungierte Integralgleichung 


(128) w{x') + jK{x,r')w{x)dx^0 


faBt, wenn 
(129) w{t')^ 


w(x*) für r' in T, jedoch nicht auf ©, 
auf S, . 

W(^(a'), T'==a' auf ® 


gesetzt wird, voll ausgeschrieben die dreisimultanenhomogenen Integral- 
gleichungen 

1 


w 




-P 

J V(c 




y-w<B{<y)da = 0, 


ip(a) dv' e(<T. t') 

© 

+ J W riP) ^ 

(130) ^ “ , 

- J w sP) "<') * - J w ïïP) 

7' s 

— - ^ - ^ -7 zg^^lo) ^cr = 0 

J v'Cor) ^((r,a') ^ 

(3 

zusammen^®®. Man verifiziert leicht, daB, wenn eine Lôsung der 
Gleichung (105), beispielsweise Ui oder Ug bezeichnet, das System 

?(t') ?(/) , Ws(<^) = /(<?') V'(ff') C(<7') . 


(131) 


Ws(<^) == -[/(<^')]V’(‘^)C(ff') 


die Gleichungen (130) befriedigt. 

Wir denken uns Ui und 1 X 2 irgendwie, etwa den Beziehungen 


/ Ui2(t) dx = /uf(T) dx-\- j uf((T) da = \, 
T s+® 

/ u|(t) dx==j U 2 ^(t) dx /g“l(°’) = 1 


100 Ygi bsp. meine Note, Bemerkungen über belastete Integralgleichungen, 
Studia mathematica 3 (1931), S. 212 — ^225. 
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gemàB normiert, Augenscheinlich ist die „Orthogonalitâtsbeziehung** 

(133) / UiU2<iT=^UiU2«^T+^/uiU2<icr = 0 

t 

erfûllt. Es seien tij und Ug die den an^ogen Normienings- und 
Orthogonalisierungsbeziehungen genügenden Nullôsungen der Intégral- 
gleichung (128) 

/ uf (t) <It = / uf (t) dx + fu^(o) da=l, 

(134) - . . ^ r f r 

J u|cfT== J uidr-hj u|rfcr=l, J itittgClT—^ ltitt2^iT4-J 


Offenbar ist, unter Zugrundelegung der in (129), (131) benutzten 
Schreibweise, z. B. 


(135) «is(ff) =/(<T)v'(ff)u,(<T)-C-», 

Ui®(a)=-[/(cr)]v(a)Ui(a).C-i, 


C*= J(-^) y’H'^)u^(r)dT+f/^(a)y)<‘(a)ui(<T)dexi-J[/(a)]’‘y>‘(a)u^(a)d<T 

T S (B 

(C>0). 

Es seiL(T, t') der Kern, den man erhàlt, wenn man in (126) allemal — 

11 ^ 

durch — ersetzt (vgl. die Formeln (138)). Die Integralgleichung 

Q oQ 

(136) C(r) + fL(r,T')C(r')dT' = 0, 

die offenbar mit der Integralgleichung (103) identisch ist, hat, wie wir 
wissen (vgl. S. 115), Ui und iig zu Nullôsungen. Wir nehmen an, daB 
diese ,,trivialfcn Nullôsungen'' ihre einzigen Lôsungen sind. Man über- 
zeugt sich leicht, daÛ tti(T) und U 2 (r) die zu (103) adjungierte Integral- 
gleichung 

W(x') + fL(T, T')w(r)dr = 0 

befriedigt. Nach bekannten Sâtzen hat die Integralgleichung 

^(T) + /iW(T,T')C(T')<fT'=0, 

M(t, t') = L(t, t') — Mi(t) Ui(t') — ii2(r) U2 (t') 

keine Nullôsungen mehr (vgl. loc. cit. die FuBnote ®®). 

Es sei jetzt g(T) eine in T -j- S erklârte stetige Funktion, die daselbst 
stetige, allenfalls auf © sprungweise unstetige partielle Ableitungen erster 
Ordnung besitzt und darüber hinaus folgende Eigenschaften hat. Sie 
ist in bezug auf die ^ + 1 Symmetrieebenen von T + S symmetrisch und 
verschwindet in O. Ihre partiellen Ableitungen erster Ordnung, die aus 
Gründen der Symmetrie in O gleich Null sind, verschwinden dort wie r, 
Dies hat zur Folge, daB sich g in der Umgebung des Koordinatenur- 
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sprunges wie verhâlt. Wir betrachten jetzt die nicht homogène „be- 
lastete'* Integralgleichung 


(137) v(t)C(t) ](i- i) S'J,/ 




- f 


Es sei âhnlich wie auf S. 118 für aile t in T -j- S 

1 df(r')/ 1 1 ^ X- » • 'T' • J i- 

nicht auf 

■ ( , ^ ^ ; tt) > t' = cr' auf S , 

Ve(T,<r') oe(ff')/ 


(138) L{x,x') 


fia') 
vit) 

_ [/ (fr')] I 

■ y (T) WItV) nQia'))’ 


1 


V t' == a' auf © , ' 


dx — dx in T, jedoch nicht auf ©, = da auf S und © gesetzt. Die Integral- 
gleichung (137) kann kürzer in der Form 


(139 ) C(t) +^L{x, x') C (/) <iT'= ~ g(T) 


geschrieben werden. 

Es sei f(T) eine in 7 + S, auBer hôchstens in O, wo sie sich wie 
verhâlt, stetige Lôsung dieser Integralgleichung, von der wir überdies 
wissen, daB sie die Ebenen der Symmetrie von T + S zu Symmetrie- 
ebenen hat. Alsdann ist, wie sich ohne Mühe zeigeri lâBt, CW in r + *S 
stetig, hat daselbst beschrânkte und auBer hôchstens in O in jedem 
Stetigkeitsbereiche von / stetige Ableitungen erster Ordnang und ver- 
schwindet im Koordinatenursprunge. Demnach verhâlt sich ^(t) in der 
Umgebung von O wie r (vgl. loc. cit. S. 550). 

Es sei jetzt gW irgendeine in T -{-S erklârte stetige Funktion. Be- 
trachten wir die Integralgleichung 


(140) C(t) + jM(r, t') C(T')dT'= J- 9 (t) . 


Sie hat eine und nur eine in T + S , auBer hôchstens in O, stetige Lôsung, 

die in der Umgebung des Ursprunges hôchstens wie y unendlich wird. 

Ist gW überdies in bezug auf die ife + l Symmetrieebenen des Systems 
symmetrisch, so gilt für C(t) dasgleiche. Augenscheinlich erfüUt alsdann 
C(t) die Integralgleichung (137), in der diesmal g(T) durch 9(t) zu er- 
setzen ist. Sie besitzt also, wenn 9 (t) auch noch die übrigen soeben an- 
gebenen Eigenschaften der Funktion g(r) hat, beschrânkte und in jedem 
Stetigkeitsbereiche von /, auBer hôchstens in O, stetige partielle Ab- 
leitungen erster Ordnung und verschwindet im Koordinatenursprunge 
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Wir setzen y){t)C{t) =Z(t) tind erhalten zur Bestimmung von Z{t) 
die Integralgleichnng 

(141) Z(r) +/P(T,T')^(T')rfT'= 8 (t). 
deren Kern P(r,r') wie folgt erklàrt ist. Es gilt 

(142) P{r, t') = Ô(t, t') — (Ui(t) Ui(t') + « 2 (f) UgM) . 

( L ~ für t' in T, jedoch 

V-(r') le(r.O 

(143) ''■=4'“*^. 

1 L,\ auf @ 

V^(t') U(T.flr') 

Da nach Yoraussetzung (vgl. S. 93) in 0 wie (r')" verschwindet, so 


verhalten sich die Ausdrücke 


entsprechend wie 




.1 J h7W 1 

^(t') dv' e(T’.T') * V’(T^') o^(^') 

und . der zu 


P(T,T')==P^^^(r,T') gehôrige iterierte Kern. Er verhâlt sich für gegen 
Niill konvergierende Werte von r' und g(r, t') wie (vgl. loc. cit. 

S. 551 — 552). In der Umgebung von S und @ wird P^^^r,r') wie 

log^-^^ 7 ^ unendlich. Der zweite iterierte Kern P^^(r,T') verhalt sich 

für aile r und t' wie Diese Singularitât lâBt sich auch durch 

weitere Iterationen nicht beheben. Gleichwohl lâBt sich auf die Integral- 
gleichung 

Z(r)—JP<^Hr,T')Z{r’)dr'=iiT} (Ï(t) in 7 + S stetig) 

die Fredholmsche Théorie fast ohne weiteres anwenden (vgl. loc. cit. 

S. 553—554). 

Die Integro-Differentialgleichung (101) lâBt sich jetzt, wie man leicht 
erkennt, auf die Form 

(144) C{r)+fM{r,r')Cir')dr' 

r, 

- ~ (SB<*> + aB(® + . . . - - o2B<®> -•••)] 

“ '.ijl - i) 0] 

bringen. 

Die Ergebnisse, über die im vorstehenden referiert worden ist, bilden 
die Grundlage für das Verfahren der sukzessiven Approximationen, das 
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nunmehr einzusetzen hat. Eine wesentliche Rolle spielen hierbei die 
am SchluB der Nummer 16* angegebenen Ungleichheiten. Wegen der 
Einzelheiten muB auf meine wiederholt genannte Abhandlung (S. 554 
bis 559) verwiesen werden. Dort finden sicli auch Bemerkungen, die den 
noch môglichen Verzweigungsfall betreffen. 

19. Figur der Erde. Wâhrend vorhin die Winkelgeschwindigkeit cy 
als von Nul! verschieden vorausgesetzt wurde, wird jetzt a>=0 an- 
genommen. Wir gehen also von dem Ruhezustande ans; T + S ist eine 
ans konzentrischen Kugelschichten gleicher Dichte bestehende Flüssig- 
keitsmasse. Bezüglich der Dichte f{r) gelten unsere früheren Fest- 
setzungen. Die homogène Integralgleichung (103) hat jetzt als einzige 
Lôsungen die drei trivialen Nullôsungen Ui, Un, Ujg- Die Lôsungen der 
zu (103) adjungierten Integralgleichung sind durch die Formeln (135) 
und die dazu analogen auf Un, U 12 bezüglichen Formeln gegeben und 
werden mit fetten Buchstaben bezeichnet. Wir denken uns aile diese 
Funktionen wie in 18. die Lôsungen Uj , Uo , Ui , U 2 etwa den Beziehungen 

(145) / Ui cÎT =/ ufidr =/ Uig^^'T = 1 , / uf dr = /undT = / n^^dr = 1 

gemaB normiert und setzen 

(146) P(t,t') =i(T,T') — «i(t)Ui(t') — ttli(T)Uii(T') - tti2(T) Ui2(t') . 

Den sukzessiven Naherungen liegt diesmal die Integralgleichung zu- 
grunde, die man erhâlt, wenn man in (144) M(r, t') durch JP (t,t') ersetzt. 
Wir nehmen insbesondere a=0, A+0 an. 

Augenscheinlich hat jetzt die Dichte in den korrespondierenden 
Punkten der beiden Gleichgewichtskonfigurationen T + S und T^ + Si 

1 

denselben Wert. Betrachten wir die erste Approximation ^ etwas nâher. 
Es gilt 

(147) t(r) +JP(T,T')âT')«lT'= ^[*r*ê(r) - At*]. 

1 

Da ^(t), wie übrigens auch aile hôheren Naherungen die Ebene z=^0 
sowie jede Ebene durch die Rotationsachse zur Symmetrieebene hat, so ist 

( 148 ) J t (t') Ui(t') <It' == / C(t') Uii(t') dr'—JC (t') Uia(T') dx'=0. 

1 

Demnach genügt C(î'') der Integralgleichung 

(149) y,!.,) àr) + //'{j - ^ 

S s 

-p'ë (v “ oi) 

T 

00 

(160) y(T)C(T)-Ji/(/)Jr(|-i)rf(T'=Ar*«(r) - At*. 

0 
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Wie wir wissen, hat die zu (149) gehôrige homogène Integralgleichung 
drei linear unabhàngige Nullôsimgen Ui(t), IIi 2 {t); die Lôsungen 

der adjungierten Gleichung sind Iti(T), tti 2 (T). Die für die Lôsbar- 

keit von (160) notwendigen ùnd hinreichenden Bedingungen sind wegen 

/ 1 ^ , V /r* «1 (t) dT = /ï* Mil (t) «f T = /r* Ui2(t) dT = 0 , 

J f* g (r ) Mi(t) dr = /r* ê (r) Un dr = Jr* ê (r ) M 12 dr = 0 

1 

erfüllt. Durch die Forderung der Symmetrie ist C(t) als eine Lôsung 
der Integralgleichung (149) vollkommen bestimmt. 

Wie man leicht verifiziert, ist 

(152) r* = |r*(l-P2(cos0)), 

unter PgW Legendresche Polynom g — J» Kugelfunktion 

zweiter Ordnung verstanden. Den Entwicklungen in 18, zufolge liegt es 
nahe, eine die Symmetrieforderungen erfüllende Lôsung der Glei- 
chung (149) in der Form 

(153) C(T)=êo(^) + j2(^)^2(cos0) 


anzusetzen. Zur Bestimmung von ^o(^) ^nd § 2 (^) erhâlt man, wenn man 
wie in 18. verfàhrt, die Integralgleichungen 


(154) 


V>{r) èo (> ) - jso J (-*- - da' = hr’^èir) - ^ , 

Ü Syf 

' r 

tp{r) = ip(r)= - jf (/) 

O 


(155) 


CO 

V {r) k M P 2 (cos 0) - Jî 2 df (/) J ) Pa (cos 0') da’ 


O 

~ I ?Lr^P2{cos 9 ) . 


Es môge Ko die Einheitskugel bezeichnen. Da 

(156) fP2(cosd)da=^0 

d« 

gilt, so kann man für (155) auch schreiben 

oo 

(157) f(r)it{r)Pi{cosd) ~ jiidfi/) j~ Pi(cosŒ)da' = ^ Xr^Piicosd) . 

Setzt man speziell hr^è{r) so erhâlt man }o(r)^ 0, da, wie wir 

schon früher gesehen haben (vgl. S. 117), die zu (154) gehôrige homogène 
Integralgleichung keine von Null verschiedene Lôsung hat. Die Glei- 
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chung (157) ergibt wiederum, wenn man die Formeln (109) beachtet, zur 
Bestimmung von jgW die Beziehung 

r fo 

(158) 

0 r 

wofürmannach einer einfachen Umformung auch 

r r an 

(159) 3.(^)J/(/)/-^rf/-5 J/'i(/*32)- 5 

ü ü r 

schreiben kann. Dies ist die bekannte Gleichung, zu der Clairaut in seiner 
,, Théorie de la figure de la terre'* gelangt ist^®^. 

Ist im Gegensatz zu der vorhin gemachten Annahme hr^^{r) — 
nicht identisch gleich Null, so wird ^^(r) von Null verschieden ausfallen. 
Man gelangt von der Clairautschen Nâherung zu der ersten Approxi- 
mation durch eine bestimmte kugelsymmetrische Transformation. 

20. Schluûbemerkungen. Der Existenzbeweis vereinfacht sich 
wesentlich, wenn die Dichte sowohl der Ausgangs- als auch der ge- 
suchten Gleichgewichtsfigur in einer Umgebung des Schwerpunktes 
einen konstanten Wert hat. Insbesondere kônnte sowohl T als auch Tj 
aus einer endlichen Anzahl Gebiete konstanter Dichte bestehen^®^. In 
der Tat fâllt jetzt die umstàndliche Sonderbehandlung des singulàren 
Punktes O fort. 

Eine ebenfalls sehr einfache Behandlung gestattet der folgende 
SpezialfaU, der eine intéressante Interprétation zulàOt. Es sei T 
irgendeine aus einem einzigen Kôrper bestehende homogène Gleich- 
gewichtsfigur rotierender Flüssigkeit, und es môge 0 das von der 
Randflàche 5 von T und einer in dem AuBengebiete von T ge- 
legenen Niveauflache des Gesamtpotentials, S, begrenztes Gebiet 
bezeichnen. Wir fassen T— T -f 0 als die Ausgangskonfiguration auf 
und nehmen demgemaO f in T gleich der Dichte der eben genannten 
Gleichgewichtsfigur, in 0 hingegen gleich Null, in T gleich Null, in 

101 Ygi ^ Liapounoff, loc. cit. b) S. 1, Formel (1). A. a. O. bedeutet z das, 
■was im Text mit bezeichnet wurde. 

Y 

Man vergleiche in diesem Zusammenhang die wiedcrholt genannte bahn- 
brechende Arbeit von Liapounoff, loc. cit. a), die Note von J. Lense, Über eine 
Integralgleichung in der Théorie der heterogenen Gleichgewichtsfiguren, Math. 
Zeitschr. 16 (1923), S. 296 — 300 sowie eine in Vorbereitung befindliche Abhand- 
lung von E. Hôlder, Zur Théorie inhomogener Gleichgewichtsfiguren. 2. Mit- 
teilung. (Sie wird voraussichtUch in der Math. Zeitschr. erscheinen.) 

102 Vgl. die diesen Fall betreffenden, von der allgemeinen Théorie unabhangigen 
Andeutungen in meiner Schrift, Astronomie und Mathematik in ihrer Wechsel- 
wirkung, Leipzig 1923, S. 69 — 61. 
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& indessen von Null verschieden und setzen die Schwerkraft im 
Innem nnd auf dem Rande der Ausgangskonfiguration von Null ver- 
schieden und nach innen gerichtet voraus. Augenscheinlich ist S analy- 
tisch mid regulâr. Ist die Ausgangsfigur T regulàr, so gehôrt zu jedem 
absolut hinreichend kleinenWerte des Koeffizienten a (vgl. S. 96) und zu 
jedem hinreichendkleinenWerte von |a>i— ct>|, darum auch von |A| eine 
und nur eine Gleichgewichtsfigur + S^. Man kann sie als die Gleich- 
gewichtsfigur eines flûssigen, von einer dünnen, ebenfalls flüssigen, nicht 
notwendig homogenen Atmosphâre umgebenen Planeten ansehen^®^, 
Ist T eine Verzweigungsfigur, so erscheint die Diskussion einer Ver- 
zweigimgsgleichimg als notwendig. Selbst für a>i=ft> wàre es denkbar, 
dafi sich dabei unter Umstânden mehr als eine oder aber auch gar keine 
Gleichgewichtsfigur ergibt. 

Was den Existenzbeweis, der sich, wie gesagt, diesmal nicht un- 
wesentlich vereinfacht, betrifft, so bemerken wir, daB die Integro- 

d / 

Differentialgleichung (43) wegen — O und [/] = —/ auf der Sprung- 

flàche S nunmehr die Gestalt 

(160) Vf + J/'i ^'da' = s - a J dx[ - + h^) 

S 

- 2X c (ax + by) - ( 3 )^ + sgo) 4 . , . 

annimmt. Sie gilt für aile {x, y, z) in T, braucht aber nur für aile Punkte 
von0+S + S in BeWcht gezogen zu werden. Das Volumintegral rechter 
Hand ist über das Bildgebiet0i von0 erstreckt zu denken; s ist eine be- 
liebige, dem iibsoluten Betrage nach hinreichend kleine Funktion von r, 
die freilich nur für diejenigen Werte von r, die den Niveauflâchen in 0 
entsprechen,erklârtzu werden braucht. WirhabenrechtsSS^^^ + 3?^^^ + • . 
unter SS*”* einen zu (53) III analogen, über S erstreckten Integralausdruck 
verstanden, für + . . geschrieben, weil es sich diesmal, wie 

man leicht sieht, um die Glieder zweiter und hôherer Ordnung des Aus- 

druckes ~ handelt. Es ist indessen zubeacht en, daC 

f\ f 

in dem Ausdruck für 2?*”* der Aufpunkt auf einer beliebigen Niveau- 
flâche in 0 und nicht wie a. a. O. notwendigerweise auf S anzu- 
nehmen ist. 

Die Auflôsung der Integro-Differentidgleichung (160) durch sukzes- 
sive Approximationen bietet keine Schwierigkeiten dar. Man wird wie 
in 17. beim Übergang von der {n — l)-ten zur w-ten Approximation zu- 


Übrigens kônnte x bei der Annâherung an 5 gegen Null konvergieren. 
Von den durch die Sonne verursachten Gezeiten wird dabei abgesehen. 
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(n) 

nâchst C auf S durch Auflôsung einer linearen, nicht homogenen Integral- 
gleichung bestimmen und hemach ausgehend von ( 160 ) ohne weiteres 

(n) 

C in0 entnehmen. Die Komplikationen, die a. a. O. durch die Einfühning 
der GrôBen Sq und h entstehen, fallen jetzt fort. 

Übrigens gelten die Formeln, auch wenn die speziellen bezüglich der 
Symmetrieebenen von T in 15. gemachten Voraussetzungen (dort ist T 
das, was jetzt T heiût) nicht erfüllt sind, z. B. für ringfôrmige homogène 
Gleichgewichtsfiguren (vgl. 22.) als Ausgangsfiguren. Man gelangt so 
U. a. zu einem homogenen flüssigen Kreisringkôrper mit einer dünnen 
flüssigen Atmosphâre. Ebenso kann man eine ringfôrmige Gleichgewichts- 
figur mit einem Zentralkôrper (vgl. 24.) zum Ausgangspimkt wàhlen. 

Die vorstehende Théorie lâBt sich ohne Mühe auf den Fall ausdehnen, 
daB die Flüssigkeit sich in einem mitrotierenden analytischen und regu- 
lâren AuBenfeld, das die Symmetrieebenen von T + S zu Symmetrie- 
ebenen hat, befindet. (Man vergleiche die homogène Flüssigkeiten be- 
treffenden Ausführungen in 11.) Es leuchtet weiter ein, daB sich die ge- 
samte in diesem Kapitel entwickelte Théorie ohne Mühe auf den zwei- 
dimensionalen Fall sinngemàB übertragen lâBt. Vor allem dürften 
schwach inhomogene Flüssigkeitszylinder in der Nachbarschaft homo- 
gener (regularer) elliptischer Zylinderfiguren existieren. Als Gegenstück 
zu der nichthomogenen Gleichgewichtsfigur, zu der wir zuletzt in der 
Théorie der Figur der Erde gelangt sind, erscheint einlangsam rotieren- 
der, nichthomogener Ringkôrper (vgl. 22.), dessen Normalschnitt aus 
angenâhert elliptischen, schwach abgeplatteten Schichten besteht. Als 
Ausgangsfigur erscheint dabei ein inhomogener ruhender Kreiszylinder- 
kôrper, der aus koaxialen Schichten von nach innen zu nicht abneh- 
inender Dichte gebildet wird^®®. Dieser Kôrper gehô^^ einem Arm 
von Gleichgewichtsfiguren an. Man erhàlt diese, indem man der Winkel- 
geschwindigkeit einen beliebigenpositiven, unterhalb einer leicht angeb- 
baren Schranke gelegenen Wert erteilt, die Flüssigkeitskonfiguration 
indessen ungeandert lâBt, somit annimmt. Von Interesse wàre 

die Feststellung, ob von dieser linearen Reihe fürbesondere Werte von a> 
weitere lineare Reihen abzweigen, insbesondere, ob dies in dem ein- 
fachsten Falle eines aus endlich vielen homogenen Schichten bestehenden 
Zylinders zutrifft. 

106 pÿj. jjie Diskussion der zu (103) analogen homogenen Integralgleichung 
reicht diese Voraussetzung vollkommen aus, Für die Auflôsung der maûgebenden 
Integro-Differentialgleichung in dem eben betrachteten Spezialfalle wie in der all- 
gemeinen Théorie muÛ in unserer Behandlungsweise des weiteren angenommen 
werden, dafi die Dichte f{r) (r* = ;r*-fy*) nur endlich viele Sprungflâchen ha)|r 
und die Funktion f{r) in jedem Stetigkeitsbereiche stetige, einer H-Bedingu^» 

df{0) 

genügende Ableitungen hat. Wir nehmen des weiteren — =0, s%jit 
df(r) 

.JJ^L^O{rn (0</4<l) an. (Vgl. S, 93.) 
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Fünftes Kapitel. 

Gleichgewichtsfiguren in der Umgebung 
einer die Gleichgewichtsbedingungen nur 
angenahert erfüllenden Konfiguration. 

21. All|:emeines. Die in dem dritten und vierten Kapitel entwickelte 
Théorie gestattet, in geeigneter Weise modifiziert, in manchen Fàllen, 
wenn ein rotierender homogener Flüssigkeitskôrper %, der auch ans 
mehreren Einzelmassen bestehen kann, bekannt ist, der in erster Nâhe- 
rung die Gleichgewichtsbedingungen erfüllt, den Existenzbeweis einer 
exakten Gleichgewichtsfigur in der Nachbarschaft von % zu erbringen. 

Wir wOllen diese Behauptung etwas nâher erlâutern. Es sei eine von 
einem kleinen Parameter ô abhàngige Schar von Flüssigkeitsver- 
teilungen , die um die 2 -Achse eines kartesischen Achsenkreuzes mit 
konstanter Winkelgeschwindigkeit co=co{(3) rotieren, und, wie vorhin 
erwâhnt, die Gleichgewichtsbedingungen in einer ersten Nâherung er- 
füllen, gegeben. Das Gesamtpotential (Potential der Gravitations- und 
Zentrifugalkrâfte) von nimmt also auf seinem Rand Werte an, 
deren Schwankung mit ô verschwindet, genauer von der Ordnung ô ist. 
Es sei 7^^ eine Gleichgewichtsfigur in der Nachbarschaft erster Ordnung 
von deren Existenz vermutet wird, und die zu einem von co wenig 
verschiedenen Wert coj der Winkelgeschwindigkeit gehort. 

Wir beziehen den Rand von er heiOe auf den Rand 
von in abnlicher Weise, wie wir s. Z. 5^ auf S bezogen hatten. Es 
seien schlieBlich und die Gesamtpotentiale der Kôrper und 
in korrespondierenden Punkten auf und Die Differenz 
lâBt sich nun auf eine ganz àhnliche Form wie der Ausdruck 
Fl— F (vgl. S. 44) bringen. In der Tat ist s. Z. bei der Entwicklung 
des Ausdruckes Fi(A'i, Yj, Zj) —V{X, Y, Z) nirgends davon Gebrauch 
gemacht worden, daB und T, in der Bezeichnungsweise des dritten 
Kapitels, Gleichgewichtsfiguren sind. Berücksichtigt man, daB das Ge- 
samtpotential auf konstant ist, so erhalt man zur Bestimmung 
von C eine zu (75) III analoge Integro-Differentialgleichung, in der 
rechter Hand neben s und A, als ein weiterer kleiner Parameter, ô auftritt. 
Er trâgt dem Umstande Rechnung, daB die bekannten Gleichge- 
wichtsbedingungen nur nâherungsweise erfüllt, so daB auf eine 
Lais gegeben anzusehende Ortsfunktion ^(f, ^, ^) — 0(<5) darstellt. Für 
^inreichend kleine Werte von |s|, |A| und \ô\ wird man durch Auf- 
Vung der vorhin genannten Integro-Differentialgleichung, allgemein zu 
\?n, in der Tat zu einer Gleichgewichtsfigur in der Nachbarschaft von 
^^’angen. AU dies gilt auch, wenn, wie es hàufig vorkommen wird. 
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ein AuBenfeld vorliegt. Natürlich geben die vorstehenden Ausführungen 
nur das Prinzip der Méthode wieder. In konkreten Fâllen wird man sich 
nicht selten veranlaOt sehen, in den Einzelheiten allerhand Abweichungen 
vorzunehmen. 

Einige Beispiele. Betrachten wir einen Kreisringkôrper dessen 
Meridiankreis den Halbmesser 9t, der Leitkreis aber den Halbmesser L 

91 

hat. Für kleine Werte des Quotienten stellt unser Kreisringkôrper 

bei festgehaltenem 31, somit für groûe Werte von L angenâhert eine 
Gleichgewichtsfigur einer ruhenden homogenen Flüssigkeit dar. Es lâBt 
sich zeigen, daB für kleine ô und für passend gewàhlte kleine Werte der 
Winkelgeschwindigkeit eine homogène Gleichgewichtsfigur in der Nach- 
barschaft von existiert (ringfôrmige Gleichgewichtsfigur ohne 

Zentralkôrper [vgl. 22.]). 

Ein um einen festgehaltenen punktfôrmigen Zentralkôrper in groBer 
Entfernung rotierender Kugelkôrper vom vorgegebenen Halb- 
messer 9t, dessen Winkelgeschwindigkeit œ dem Keplerschen Gesetz ent- 
spricht, stellt in einer ersten Nâherung eine Gleichgewichtsfigur einer 
rotierenden homogenen Flüssigkeit dar. In der Umgebung von liegt 
eine im Felde des Zentralkôrpers rotierende exakte Gleichgewichts- 
figur cines entfemten homogenen flüssigen Mondes (vgl. 25.). 
Ihre Winkelgeschwindigkeit coi ist von co nur wenig verschieden. Als ô 

gilt hier der Quotient j- , unter L den Abstand des Mittelpunktes des 

Kugelkôrper s von dem Zentralkôrper verstanden. 

Die eben betrachtete Gleichgewichtsfigur bildet ein entfemtes Glied 
einer linearen Reihe homogener Gleichgewichtsfiguren, die sàmtlich 
um einen ruhenden punktfôrmigen Zentralkôrper rotiereii. Sie werden 
von den sogenannten Rocheschen EUipsoiden, die den Gleichgewichts- 
bedingungen nur angenâhert genügen, ausgehend konstruiert (vgl. 24.). 
Ein Gegenstück hierzu bildet eine lineare Reihe homogener ringfôrmiger 
Gleichgewichtsfiguren mit Zentralkôrper (S. 149). Weitere Beispiele: 

1. Es gibt bekanntlich eine Anzahl spezieller Lôsungen des ebenen 
w-Kôrperproblems {n'^ 2) , bei denen die n Massenpunkte Kreisbahnen 
um den gemeinsamen Schwerpunkt beschreiben und die ganze Kon- 
figuration wie ein starres Gebilde mit konstanter Winkelgeschwindig- 
keit rotiert. Werden die Massenpunkte durch im Verhâltnis zu ihrer 
gegenseitigen Entfernung kleine, gleich schwere, homogène flüssige 
Kugeln ersetzt, so erhàlt man in einer ersten Nâherung eine Gleich- 
gewichtskonfiguration. Die Halbmesser der einzelnen Kôrper gelten 
hierbei als gegeben, ihren gegenseitigen Entfernungen sind hinreichend 
groBe Werte zu erteilen. In einer Umgebung der betrachteten Kon- 
figuration liegt eine aus n Einzelmassen bestehende exakte Gleich- 
gewichtsfigur (Doppel- und Mehrfachstemsysteme S. 156). Insbesondere 

Lichtenstein, Gleichgewichtsfiguren. 9 
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kann es sich um n Massenpunkte in den Eckpunkten eines regulâren 
w-Ecks oder auf einer Geraden handebi. In dem zuerst genannten Falle 
kann auch noch in dem Schwerpunkte ein Massenpunkt angenommen 
werden, so daB man insgesamt zu n + 1 Einzelkôrpern gelangt, von 
denen n flüssig sind, der letzte hingegen flüssig oder fest sein kann. 
Das etwaige feste Attraktionszentrum wird als punktfôrmig oder ans 
homogenen konzentrischen Kugelschichten bestehend vorausgesetzt. 

2. Von der linearen Reihe der Gleichgewichtsfiguren in der Nachbar- 
schaft der Rocheschen EUipsoide, von denen vorhin die Rede war, aus- 
gehend, kommt man zu einer linearen Reihe von Gleichgewichtsfiguren, 
die aus zwei oder mehr kongruenten, in bezug auf den Zentralkôrper 
symmetrisch gelegenen angenàhert ellipsoidischen Kôrpem bestehen. 
Den hinreichend weit entfernten Gliedern der Reihe kann man noch 
einen oder mehrere in dem Raume zwischen dem Satelliten und dem 
Zentralkôfper gelegene flüssige Kreisringkôrperhinzufügen. Der Zentral- 
kôrper kann wie übrigens schon bei den Rocheschen Ellipsoiden, als 
flüssig und in diesem Falle mitrotierend gedacht werden. 

3. Système von zwei oder mehr konzentrischen mit verschiedenen 
Winkelgeschwindigkeiten oder wie ein starrer Kôrper rotierenden 
Ringen (S. 142ff.). 

4. Man denke sich in den Gitterpunkten eines unendlichen regulâren 
linearen, zwei- oder dreidimensionalen Netzes gleiche punktartige Massen 
angebracht, Das Ganze befindet sich, wie man fast unmittelbar sieht, im 
Ruhezustande im labilen Gleichgewicht. Für kleine Werte des Verhâlt- 
nisses Durchmesser^i^bstand zweier Gitterpunkte gibt es nun, wie man 
ohne emstliche Schwierigkeiten zeigen kann, einen von der Kugd wenig 
verschiedenen Flüssigkeitskôrper, der in allen Punkten des Gitters an- 
gebracht, eine (instabile) aus unendlich vielen kongruenten Einzel- 
massen bestehende Gleichgewichtsfigur einer ruhenden Flüssigkeit er- 
gibt. 

Es sei daran erinnert, daB in allen Fàllen, auch wenn dies in der vor- 
stehenden kurzen Übersicht nicht ausdrücklich erwâhnt ist, das eine 
oder das andere Bestimmungsstück des Systems einen hinreichend 
kleinen Wert hat. Es handelt sich eben bei den Betrachtungen dieses 
und der beiden vorhergehenden Kapitel durchaus um die Existenz- 
beweise im kleinen. 

Im vorstehenden war durchweg von homogenen Flüssigkeiten die 
Rede. Die zur Verfügung stehenden Hilfsmittel dürften erlauben, in 
manchen Fâllen diese Voraussetzung f allen zu lassen. 

Es liegt auf der Hand, daB die eingangs erlâuterte Méthode, sinn- 
gemàB modifiziert, auch in dem zweidimensionalen FaUe beiderseits 
unbegrenzter Flüssigkeitszylinder zu einem Existenzbeweis einer Reihe 
neuer Gleichgewichtsfiguren führen wird. Manchen dieser Gleichgewichts- 
figuren entspricht, beilâufig bemerkt, „duar' eine permanente ebene 
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Wirbelbewegung einer den Gesamtraum erfüUenden homogenen, in« 
kompressiblen Flüssigkeit^®®. 

Wir schlieBen diese recht unvoilstândige Aufstellung und gehen. 
zu den Ausfühmngen im einzelnen über. 

22. Ringfôrmige Gleichgewichtsfigur einer homogenen Flüssig- 
keit ohne Zentralkôrper. Wir beginnen mit dem besonders instruk- 
tiven Beispiel einer homogenen ringfôrmigen Gleichgewichtsfigur ohne 
Zentralkôrper, deren Existenz von Thomson und Tait postuliert worden 
ist, und die spàter Frau S. Kowalewski und auf einem anderen Wege 
Poincaré unter Zugrundelegung von Nàherungsrechnungen behandelt 
hatten^®®. Wir werden in dem Folgenden sehen, wie sich in einem kon- 
kreten Falle die Bestimmung der von ô abhângigen Glieder der funda- 
mentalen Integro-Differentialgleichung des Problems gestaltet, und zu- 
gleich das sehr wichtige Prinzip der Einführung geeigneter zusâtzlicher 
Parameter, . von dem in der vorstehenden Einleitung noch nicht die 
Rede sein konnte, kennen lernen. Vor allem einige Hilfsbetrachtungen. 

In der Ebene z — Zq eines kartesischen Koordinatensystems x, y, z 
sei ein mit Masse der Liniendichte 1 belegter Kreis vom Halbmesser t 
um den Punkt (0, 0, Zq) gegeben. Sein Newtonsches Potential im 
Piinktc (x, 0, z) ist (vgl. loc. cit. ^®® S. 101 — 108) : 


( 1 ) 


ÿ = 21og^/ + ^. 





fx-l 

1 * 



^i(0, 0) = ^.(0, 0) - 0, {z^z,)K 


Die Funktionen und sind für aile hinreicherd kleinen Werte von 


/ 


/ 


analytisch und regulâr. 

Betrachten wir weiter eine Ebene (S imd in dieser eih kartesisches 
Koordinatensystem ^,5. Es sei iî eine Kreisflache vom Radius R ^®® 
in (£, deren Mittelpunkt der Koordinatenursprung ist. Die Ebene Ê sei 


Die fraglichen Bewegungen sind in der Regel auf ein in bestimmter Weise 
bewegtes Achsenkreuz bezogen zu denken. Vgl. meine Grundlagen der Hydro- 
rnechanik, Berlin 1928, \vo sich auf S. 450 ff. einige Beispiele für die im Text er- 
wâhnte Korrespondcnz nâher angegeben finden. 

Es sei in diesem Zusammenhang auf die sehr wichtigen, im Text unervvâhnt 
gebliebenen Betrachtungen der Nummern 27., 28., 29. besonders hingewdesen. 

Frau Kowalewski hatte sich im AnschluÛ an Laplace und in Verbesserung 
der von ihm gewonnenen Nâherungswertc allgemeiner mit einer ringfôrmigen Gleich- 
gewichtsfigur mit Zentralkôrper beschâftigt. Vgl. L. Lichtenstein, Untersuchungen 
über die Gestalt der Himmelskôrper. Dritte Abhandlung. Ringfôrmige Gleich- 
gewichtsfiguren ohne Zentralkôrper. Math. Zeitschr. 13 (1922), S. 82 — 118. Dort 
finden sich auf S. 83 — 85 nâhere Literaturangaben. 

Der Buchstabe R bezeichnete im dritten Kapitel den Abstand der Rand- 
punkte einer Gleichgewichtsfigur von der Rotationsachse. Auch erhalten sonst 
manche Buclistaben eine von der bisherigen ahv^eichende Bedeutung. Die Gefahr 
einer Verwechslung liegt indessen nirgends vor. 


9 ^ 
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zugleich die Ebene y=0 eines ràumiichen Koordinatensystems x, y, z. 
das so gewàhlt ist, daû in @ 

(2) x=L + i, 2==j 

güt. LâBt man S um die 2 :-Achse rotieren, so erhâlt man einen Kreisring- 
kôrper T. Es sei S die Oberflàche von T und E die Peripherie der Kreis- 
flàche Das Newtonsche Potential 28 {3£, 3) von T, das wir uns vor- 
übergehend mit Masse der Dichte 1 erfüllt denken, in dem Punkte 
{3E, 3) 2 tuf E lâCt sich in der Form 

(3) 28 (ï, 3) = ûi (f . f )logÿ + I), 0,(0. 0) =0 

darstellen, unterDj undCl 2 Potenzreihen verstanden, die für hinreichend 

kleine Werte von ~ ; und ^ , konvergieren. 

Schreibt man 

(4) SB?(3£, 3) = Oi(-^cosŸ>, -^siny)log-^ + 02(^cosv', -^siny) 

(cosv = -|, sinv=|), 


so sieht man unmittelbar, daB manCi ^ndClg festgehaltenem y) auch 

als Funktionen des Parameters ^ auffassen kann, die für hinreichend 
I /e 

kleine Werte von ' ^ , etwa 

(5) |rk^«' 
analytisch und regulàr sind. Es gilt, nach ^ geordnet, 

(6) 28(ï, 3) = 2.-ïi?qog^ - J 1 l 


Es gilt ferner 


+ 7iR^ 


U 


(Z 3^ 

U /?2 



m^.m==Y+E^r,cosny>, 

«=*1 

^.,R>(2 + ^i)logÿ+«.., 

B,- (logÇi «>.-0(5), 

B.=0(-), 


(n>2). 
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Offenbar sind aile von der Form 

(8) 

R 

unter und Funktionen des Parameters y verstanden, die fûr 
jy analytisch und regulâr sind. 

Wir schreiben 

(9) a8(X, 3) = T + SiCosv+B2COs2v. + 93(ï, 8). 

Natürlich kann auch 

(10) æ=i8'iogÿ + a3" 

gesetzt werden, unter®' und®" Funktionen von y verstanden, die für 
i R ^ 

ly analytisch und regulâr sind. Es gilt 



Es sei nunmehr Sj eine Rotationsflâche um die J 2 :-Achse in der Nachbar- 
schaft erster Ordnung von S (Abb. 3). Der von Sj begrenzte Kôrper 


heiBe . In engster 
Analogie zu den Ent- 
wicklungen des dritten 
Kapitels (S. 41ff.) den- 
ken wir uns die Lage der 
Punkte auf S auf ein ge- 
eignetes System GauB- 
scher Parameter ^ und rj 
bezogen. Es sei P(f , rj) 
irgendein Punkt auf 5, 
und es môge (v) die nach 



auBen gerichtete Nor- 


Abb. 3. 


male zu 5 in P bezeich- 


nen. Ist, wie wir annehmen wollen, der Hochstwert des Abstandes 
eines Punktes auf von S hinreichend klein, so trifft (î») die Flache Si 
nur in einem Punkte Pj. Wir bezeichnen PPj, positiv nach auûen 
gerechnet, mit C 'ind fassen wie früher rj und C* krummlinige 
Koordinaten der Punkte in einer Umgebung von S auf. Insbesondere 
sind die krummlinigen Koordinaten von P und P^ entsprechend 0 
und Für die Differenz der Gravitationspotentiale xVi{i,f]) 

und xV{^,ri) der Kôrper Tj und T, die wir uns nunmehr mit einer 
homogenen Flüssigkeit der Dichte / erfüllt denken, in P^ bzw. P ergibt 
sich die zu den Formeln des dritten Kapitels (vgl. insb. (37) III) ganz 
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analoge Formel 

1 

(12) dt. 

O 

(13) ^'=J^(rcos^;-ccose,v^. 

Da ein Rotationskôrper ist, so genügt es, für die Punkte 
des in der Ebene y—0 gelegenen Meridianschnittes von zu be- 
stimmen. Es seien Z und Z^ die Schnittlinien der Ebene y = 0 und der 
Flâchen S und Wir wàhlen als Parameter f , 7 ] die Bogenlânge 5 des 
Kreises Z, von dein Punkte 3£=0, 3 = *^ ab, im Sinne der Uhrzeiger- 
bewegung gemessen, und den Azimutwinkel Der Ebene y=0 ent- 
spricht der Wert ;^ = 0. Die Koordinaten der Punkte P und P' sind 
demnach jetzt 

P: 1=5, C-0, P': ^= 5 ', C'-O. 

Es sei Pj der Punkt auf Zt, der in P[ übergeht, wenn Tt um die z-Achse 
durch denWinkel ' gedreht wird (Abb. 4) . Offenbar hat Pj die Koordinaten 



s', 0; tC'- Sein Abstand von der z-Achse heibe /[ . Ebenso sollen l und 
die Abstânde der Punkte P und P^ von der z-Achse bezeichnen. Analog 
ist P' { 5 ', 0; 0) der Punkt, derbei der vorerwâhnten Drehung in P'{s\ /';0) 
übergeht. Seinen Abstand von der z-Achse bezeichnen wir mit l\ Wir 

bezeichnen femer den Winkel, den die AuBennormale in Pt slu St mit 

5' 

der jj-Achse einschlieBt, mit ri . Für / = 0 geht in t' über. Es sei 

endlich êl der Winkel, den die vorerwàhnte Normale mit der Normale (v) 
in P an S bildet. Für ;f' = 0 geht in êl über. Wir bemerken endlich, 
daÛ die Normalen durch an Zf und Z denselben Winkel (pi ein- 
schlieBen, den die Normalen an Sf und S durch JPj bilden. Wie man 
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sich leicht überzeugt, ist 
( 14 ) cos 0^ = cos Tj' cos ^ + sin cos / sin ™ 

= cos cos ^ + sin ri sin ~ + sin sin ^ (cos x —l) 

= cos(^tJ— — 2sinTtSinÿSin2| — cosê[ — 2sinT{Sin^sin2|^ 
und darum wegen (13) 

( 15 ) y ^ = Jy- (C' cos cos ê\)d& -{-21: sin ^ J sinr; sin * | ^ 

s, ' s, ‘ 

= Zll+Zl2- 

Es sei der Abstand der Punkte P<(s, 0; /f) und 0; /f') auf Zi, 
Für / = 0 geht in r, den Abstand der Punkte P{s, 0; 0) und P'(s', 0; 0) 
über, Nach (15) und (1) ist, wenn man die kartesischen Koordinaten der 
Punkte Pi und P[ entsprechend mit ht und 5J bezeichnet, 

(l(i) /!,- J({'cosy;-îcos«!){21og-y + log^¥.(t“« 

wofür man nach einer leichten Umrechnung auch setzen kann 
(17) Ji=2j(C'cos9jJ— Ccos^?î)log^^^s; * 

— r 

+ J (f'cos 9?; - c cos i?',) (?' log ^ 

2'r t t t 

+ -*‘ÿ *-^)+21og|]rfs;=44-^ 

Es gilt nun weiter 

(18 ) J3 = 2 J(C'cos ç); - C cos i?() log ~ (is| + 2 log — |(f'cos 9 pJ— C cos is', 

= 4+4'. 

(19) ^Ccos^Jrfs',=:C/cosd',(isJ=0, somit 

1 1 

( 20 ) jA'^dt= 2 log^jdtj f 'cos ip[ ds[ = 29 * log 

0 ù St 

unter0* den Flacheninhalt des von Z und 2*1 begrenzten Flàchenstücks 
verstanden. 
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Wegen (12), (15), (17), (18) und (20) ist also 

1 1 1 


(21) j[V,{lv)-V($.ri)]=.fà',dt+jà"d(+jA,di+j à,dt 

0 0 0 0 

1 1 

= 2 jdi j (C'cos 9 ?; — c cos &'t) log ^ds't + 2 G* log 

0 il ' 

+ jdt( (C'cosç^l-Ccosd;) ^^*-^)log^ 

0 il t t t 

1 

+ i<-Ü) + 21og|}is;+ 2Csin^ Jrfl J sinrlsin»!' 

0 St 

1 

Der Ausdruck ^ Â*^dt lâût sich für aile dem absolut en Betrage nach 

^ dZ 

hinreichend kleinen reellen oder komplexen Werte von C und etwa 

d C ! 

|C|, '57 ^ unbedingt und gleichmâBig konvergierende 

unendliche Reihe von der Form 
1 

(22) / A'^dt = <8(i)+ *<*)+ 

U 

( 23 ) i«")= J[|7^ [(f 'cos 9 >; - f cos d() log ^ 


und insbesondere 

(24) ïtw=-2jiiî^+ 


2jriog^ ds' 


entwickeln. Übrigens ist sogar die Reihe | 35^^^ j + ] ® | + 1 35'®^ | + • • • 
gleichmâBig konvergent. Der Beweis wâre ganz wie in 7. zu führen. Wie 
dort làBt sich weiter zeigen, daB, wenn wir 


(25) *<*)+«(»)+... = ¥^W{C}, \V, 

i ^ * 

setzen, sich 




I ! 


I 


ds 




(26) 

ergibt. . 

Es sei C eine andere nebst ihrer Ableitung stetige Funktion auf E, 
die den Ungleichheiten 


|/j If— t' — 

1^1’ ds —^^’ ^ ’ : ds ds 


(27) 

genügt. Es gilt dann 

(28) jirœ{f}-rw{f};. |/-^(i){c}-^.ra){f} 
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Und wiederum lâBt sich diese Ungleichheit ganz wie die analoge Un- 

gleichhéit im dritten Kapitel beweisen* 

1 

Was jetzt den Ausdruck betrifft, so kann man diesen für aile 

hinreichend kleinen Werte von |f|, und j-, etwa 

j j ^ Âo unbedingt und gleichmâBig konvergierende Reihe 

‘ 1 

(29) 

0 

entwickeln; ist wie ein Integralausdruck w-ten Grades über 
J, r. • Es gilt femer 

(30) = + 

I R 1 

wo und 82 ”^ ini Gebiete 1 7- j g analytische und regulâre Funktionen 

i? . ‘ ^ 

des Parameters bezeichnen. Übrigens konvergieren auch die beiden 
Reihen Z | | und Z | | gleichmâBig. Setzt man 

( 31 ) = 
so findet man 

(32) \W^^y\. |^V(*)'<«3i3|^log^|. 

(33) jirw{c}-rw{f};, jliF(*>{c}-~v(*){c}|<a,cy|^iogÿ. 

Der Beweis ail dieser Beziehungen erfordert einige Rechnungen und 
findet sich loc. cit. S. 111 — 114 in allen Einzelheiten durchgeführt. 

} 

Was nun endlich den Ausdruck J zl 2 betrifft, so gilt hier die für 

i) 

(34) = 

unbedingt und gleichmâBig konvergierende Entwicklung 
1 

(35) + 

0 

unter wieder einen Integraldruck «-ten Grades über -jj ver- 
standen. Es gilt ferner 

(36) ♦«<"> = 2;<"'log^ + î5lr’- 

jÇ 

Hier sind gewisse Funktionen des Parameters die sich 

im Gebiete (34) analytisch und regulâr verhalten. Die unendlichen 
Reihen Z | | , JE* | | konvergieren gleichmâBig, Setzt man zur Ver- 

einfachung 

(37) 
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so findet man 
(38) 


sowie 

(39) 


t 


Wir fassen jetzt die Ergebnisse der bisherigen Betrachtungen zu- 
sammen. Aus (21), (22), (29) und (35) folgt, wenn man 

(40) + {n>l) 

setzt, 

(41) y(F,(^, »/)- F(f, r/))- -2nRC+2jaogjds'+20*log^^- 

+ «l“+*SS"’ + Ff +Ff +... . 

Die unendliche Reihe rechter Hand konvergiert für 

(42) 

1 ^ i 

unbedingt und gleichmàBig. Jedes Glied der Reihe kann in der Form 

(43) F<;'= + (£1"> (n ^ 2) 

dargestellt werden, unter Si und @2 Funktionen von ^ verstanden, die 
in (42) analytisch und regulâr sind. 

Setzt man 


(44) + Vf + Vf + , . . = ¥;{C} , 
so gilt 

(45) \W,\. <a,(i3* + i2|-f-log^j:|). 

(46) + | f log^l). 
Aus (4), (9) und (7) folgt jetzt (vgl. loc. cit. S. 114 — 118) 

®îi(3Ei, 3i) = ^" + 5i cos ^ + ^2 cos 2 y + s (3E, 3) — 2:r R C 

+ 2 Jr log y ds' + 26* log + iB»'+*S8<i)+ F™4- F<»>+ • • 

V 

110 Wir schreiben, wenn ^1+ ^^ 3i“3 Koordinaten des 

Punktes auf bezeichnen, für y (f , rj) auch (Xj , 3i)‘ beachte ferner, 

daÛyK(f i/):=aB(aS,3) gilt. 
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T = "^*(2 + Æ)logÿ + «’o (*®o=0(g-)). 

By= (logÿ - 1) w, («’i=0(-5)) . 

B„=o(5) {«>2). 


Das Potential der Zentrifugaikraft im Punkte 
(48) ïi = ï(l+|). 3i = 3(l+|-) 

auf 2*1 ist, wenn die Winkelgeschwindigkeit mit a> bezeichnet wird, 

( 49 ) F,' (3e„ 3i) = x (i-* + 2 L X + 2 L 3e ^ + ï* (l + f) 

Die Gleichgewichtsbedingung lautet nun 

(50) 2Bi(Xi, 3i) + Si) + = 0 {c* konstant) 

oder, anders geschrieben, 

(51) 271 RC — 2 log ^ cis' = c*+ + BiCosy + B 2 C 0 S 2y) 

+ 5S(X, 3) + 20* log ( lM- 2L ï + 2 L X| + X* (l +|)') 

+ + Vf+ Ff -f- .... » 

Auf die Integralgleichung 

(52) f__^jc'logfrfs'=0 

wird man geführt, wenn man in der Umgebung einer ruhenden, beider- 
seits unbegrenzten zylindrischen Gleichgewichtsfigur einer homogenen 
Flüssigkeit eine um die Zylinderachse langsam rotierende, ebenfalls 
zylindrische Gleichgewichtsfigur unter sinngemaBer Benutzung der in 
14. skizzierten allgemeinen Théorie zu bestimmen sucht. Die Integral- 
gleichung (52) hat zwei lincar unabhângige Nullôsungen 

(53) r(M'i>)*(is= r(«<*>)2rfs=l, r«<»>«<*><is=0. 

\7iR \7iR r / 

Wir setzen 

^ 7 ~ N {s, 5 ') 

und erhalten 
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Der Kern N hat keine Nnllôsungen mehr. Denkt man sich so 
orientiert, daB die, wie wir wissen, stets vorhandene, auf der Rotations- 
achse normale Symmetrieebene sich mit der Ebene 2:==:0 deckt, so wird 
^ds'^0 sein. 

Wir werden jetzt co und c* so bestimmen, dafi auch J 

xvird, Dadurch wird eine nnter Umstànden recht umstândliche Dis- 
kussion einer Verzweigungsgleichung vermieden. Wir setzen, um dies 
ailes zu erreichen, unier w einen noch zu bestimmenden Parameter ver- 
standen, 



Dadurch werden diejenigen Terme in (51) rechts, die cos^ als Faktor 
enthalten und von f unabhângig sind, zu wcosxp zusammengefaBt. Wie 
sich alsbald zeigen wird, gelingt es auf die einfachste Weise, w so zu be- 
stimmen, daC in der Tat = 0 gilt. Aus (56) folgt 


(57) 


i?2 / 8^ 

Xf ““ ^ - 


5 \ Wi w 

ïj ““ 7?ï 7ël • 


Des weiteren setzen wir 

(58) c*+ 20* log ÿ (2 + 1 J:) log «I + (IH f ) = c . 


unter c einen hinreichend kleinen festen Wert verstanden, und finden 
nach einer leichten Umformung 


(59) 2nRi — 27iP ^ N ds* + w cos ^jBg + ^-^^^cos 2\p 

V 

+ »(3e. 3) + ( 2 iï i + 2 + «i." + *53“’ + n*’ +rr+.... 


Dabei ist 


(60) 




bn RJ R^ 

‘^'8' ' i* 



SL 

ïi 



'Tl + 


wR 
4L • 


Der Parameter w ist in (59) rechts, wenn man von dem Ausdruck 
wcostp absieht, nur noch in dem dritten Summanden und in den mit 

Y~~f behafteten Gliedem vertreten; er ist, wie man sich leicht über- 

zeugt, entsprechend mit den kleinen Grôûen j , C. ^ C mul- 

tipliziert. Die recht e Seite von (59) ist eine Funktion der Parameter 

C, w, w' w"= £ log , die sich für aile hinreichend kleinen Werte 

von |c|,|îe/|, |ze>'|, |z£/"| analytisch und regulâr verhàlt. Wie in 9 . 
lâût sich zeigen, daB (59) für jeden Wertequadrupel c, w, w\ w'* in 
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einem Gebiete 

(61) |c|. 

eine und nur eine Lôsung hat. Diese Lôsiing kann durch sukzessive 
Nâherungen gewonnen und nach Potenzen von c, w, w\ w'' entwickelt 
werden. Sie ist in bezug auf die Ebene z = 0 symmetrisch. Für das Ge- 
lingen des Verfahrens ist das Bestehen gewisser Ungleichheiten eiit- 
scheidend. Sie ergeben sich aus den Beziehungen (10), (11), (45) und (46). 
Wir bezeichnen vorübergehend die rechte Seite von (59) mit /7{C} und 
nehmen 

(62) |c|, j2£/i, 

an. Alsdann ist, wie sich ohne groÛe Mühe zeigen làût, 

( 63 ) 1 i7{C} ; , j /7{C} I ^ 0,(12,+ 12,12 + 12*) . 

(64) \n{l:}-n{tY. 77{C}-^-/7{Cî:<a,o(12,+12)0''. 

Diese Beziehungen sind zu den Ungleichheiten (124) III, (128) III, 
(130) III, die dem Konvergenzbeweis im dritten Kapitel zugrundeliegen, 
ganz analog. 

Es ist nicht schwer, die ersten Glieder der Entwicklung von f zu be- 
stimmen. Man findet 


(65) C 2nR UtiR nR 8 R 


R“ 

In ^ sind die von w freien Glieder von der Ordnung , die Glieder von 
der Form g(5)2^ fehlen ganz. ^ 

Setzt man jetzt in die Beziehimg J = 0 für C den Ausdruck 

(65) ein, so findet man eine Gleichung von der Form 


( 66 ) 

aus der sich 


1 

2)71 R 


w + )f (c, w, w\ w**) — 0 , 


(67) “' = ^(-5) 

ergibt. Demnach ist 


(«*) C-irt + ï«-Slog^cos2v + 0(g) 


und nach (57) mit Rücksicht auf (7) . und (67) 

(69) + 

Da f in bezug auf die Ebene z = 0 symmetrisch ist, so ist die Be- 
ziehung J «'»' ds' = 0 erfüllt. Wegen C'rfs' = 0 und /«<*>' f '<#s'= 0 
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genügt der Wert (68) für C der Integro-Differentialgleichung (61). Aus 
(68) findet man beüàufig den Wert der Konstanten c*. Der Kôrper Tj 
ist eine ringfôrmige Gleickgewichisfigur rotierender Flüssigkeit, 

Die in (68) noch verfügbare Konstante c kann mit Leichtigkeit so 
bestimmt werden, da6 das Volumen von einen vorgeschriebenen 
Wert in der Umgebung des Volumens von T erhâlt. Die den Meridian- 
schnitt von berandende Kurve ist nâherungsweise eine Ellipse, 
deren grofie Achse nach der Rotationsachse hin gerichtet ist. Die Ab- 

5 i?® 8X. 

plattung bat den Wert -^-^log-^. m 

Die Einführung eines frei verfügbaren Parameters, die sich im vor- 
stehenden als hervorragend nützlich erwies, wird auch spàterhin, wie 
wir sehen werden, in manchen Fàllen gute Dienste leisten. Oft gelangt 
man hierbei zum Ziele, indem man in der Ausgangskonfiguration, auf 
die man ^die gesuchte Gleichgewichtsfigur bezieht, ein geeignetes Be- 
stimmungsstück ganz oder teilweise unbestimmt lâBt^^^. Schon Lia- 
pounoff batte sicb dieses Hilfsmittels bedient, indem er bei dem Existenz- 
beweis neuer Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft der Ellipsoïde 
als „Bezugskôrper‘' gelegentlich ein Jacobisches oder Maclaurinsches 
EUipsoid wâhlte, dessen iVchsenlangen von einem Parameter abhingen. 
Von wesentlicher Bedeutung erscheint dieser Gedanke in der Liapou- 
noffschen Théorie der Instabilitat der sogenannten ,,birncnfôrmigen“ 
Gleichgewichtsfigur^'^. Zur Elimination einer Verzweigungsgleichung ist 
von mir ein Hilfsparameter zuerst in der in der FuBnote genannten 
Arbeit herangezogcÿi worden. 

23. Gleichgewichtsfiguren, die aus zwei oder mehr koaxialen 
Ringen best^hen. Im AnschluB an die vorstchenden Betrachtungen 
woUen wir in aller Kürze zeigen, wie man zu Gleichgewichtsfiguren, die 
aus zwei oder auch mehr koaxialen Ringkorpem bestehen, kommt 

Jenseits des Korpers 7\ und wie dieser zu der Ebene sym- 

metrisch denken wir uns einen weiteren kreisringkdrperartigen Kôr- 
{>er Tj und bezeichnen aile auf ihn bezüglichen GroBen sinngemaB mit 
einem oben angebrachten Punkt. Vorhin ist y als klein vorausgesetzt 

Vgl. loc. cit. S. 100. Die a. a. O. angegebenen Werte der Koordinate C 
und der Abplattung sind infolge eines Kechenfehlers nur bis auf einen multiplika- 
tiven Faktor richtig. 

Man vergleiche die Leipziger Dissertation von E. Kâhlcr, über die Existenz 
von Gleichgewichtsfiguren rotierender Flüssigkeiten, die sich aus gewissen Lôsungen 
des w-Kôrperproblems ableiten, Math. Zeitschr. 28 (1928), S. 220 — 237. 

Il» Vgl. A. Liapounoff, Problème de minimum dans une question de stabilité 
des figures d'équilibre d'une masse fluide en rotation. Mémoires de l'académie des 
sciences de St«Pétersbourg (8) 22 (1908), S. 1 — 140. 

Auf Gleichgewichtsfiguren dieser Art batte bereits Poincaré hingewiesen, 
Vgl. Bull. astr. 2 (1885), S. 109 und 404. 
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worden, — demgemâB soll auch - . einen kleinen Wert haben. Darüber 

^ L 

hinaus wird ferner angenommen, daB auch ~£ hinreichend klein ist, 
demnach die Ringe „weit auseinander liegèn". Setzt man 


(70) 



so findet man an Hand der in 22. angegebenen Formeln für das Gravi- 
tationspotential des Kôrpers jT^ im Punkte (Xi, 3i) Wert 

>cf(2n^R^ + 27té* + 0(h^)), für dasjenige des Kôrpers T in (3£i, 3i) da- 

gegen den Wert xf{27i^R^£ + 27iQ^£ + . Die Integro-Differen- 

tialgleichung, die zum Ausdruck bringt, daB das Gesamtpotential auf 5^ 
einen festcn Wert hat, entsteht aus (51), indem rechter Hand zwei weitere 
konstante Glieder sowie Terme von mindestens zweiter Ordnung hinzu- 
kommen. Eine ganz analoge Beziehung erhalt man, indem man von 
statt von Tl ausgeht. Die Auflôsung der beiden Integro-Differential- 
gleichungen durch sukzessive Approximationen bietet nach dem Vor- 
stchenden nicht die geringsten Schwierigkeiten dar. Man wird diesmal 
zwei Parameter w und w einführen und erhalt 


(71) 


( 0 “ 

x] 


7^2 c r 


x/ ^ R 


Soll das Ganze wie ein starrer Kôrj:)er rotieren, so muB, wenn über- 


R 


^ sein. Eine Ausdehnung 


dies /-=/ ist, in einer ersten Nàherung ^ ^ 

dieser Resultate auf ein System von drei und mehr Riijgen ist nahe- 
liegend^*®. ^ 

Vorhin ist £ als klein vorausgesetzt worden. Garten und Maruhn 

geben in der soeben zitierten gemeinsamen Arbeit noch ein anderes 
System von Voraussetzungen, das die Existenz einer Gesamtheit von 
zwei um eine gemeinsame Achse rotierenden Ringkôrpern gewàhr- 

[R z= Max (R, R)) als hinreichend 


leistet. Es genugt, — — und ^ ^ 


klein anzimehmen. Jetzt liegen die Ringe (im Verhaltnis zu den Radien 
ihrer Leitkreisc) ,,nahe beieinander“, gleichzeitig sind die Durchmesser 
ihrer Meridianschnitte klein gegenüber dem Abstand der beiden Leit- 
kreise, die Ringkôrper sind als ,,dünn“ anzusprechen (vgl. loc. cit. 

S. 155—159). 


Vgl. die Abhandlung von V. Garten und K. Maruhn, Untersucliungen 
über die Gestalt der Himmelskôrper. Eine aus zwei getrennten Ringkôrpern be- 
stehende Gleichgewichtsfigur rotierender Flüssigkeit, Math. Zeitschr. 35 (1932), 
S. 154—100. 
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24. Rochesche Satelliten^^®. IndemUrsprungOoeineskartesischen 
Achsenkreuzes (^o» ^o) lïiôge sich eine punktfôrmige Masse M be- 

finden. Das Attraktionszentrum kann auch als ein homogener oder aus 
konzentrischen Schichten gLicher Dichte bestehender hinreichend klei- 
ner Kugelkdrper mit dem Koordinatenursprung als Mittelpunkt an- 
genommen werden. Der Punkt O = (L, 0, 0) sei der Ursprung eines neuen, 
durch die Beziehungen Xq=^x + L, yo = y, Zq~z mit dem früheren ver- 
knüpften rechtwinkligen Koordinatensystems (x, y, z) und zugleich 
Mittelpunkt des EUipsoidkôrpers T 

(72) •^v + |j;â + ~2 ^ 1 (a>6>c). 


Es sei P ein auf dem Rande S von T gelegener Punkt mit den Koordi- 
naten X, Y, Z. Die Richtungskosinus der AuBennormale (r) zu S in P 
haben die Werte 


(73) 





^ , y2 , z^i~i 


Wir denken uns jetzt T mit einer homogenen, gravitierenden Flüssig- 
keit der Dichte / erfüllt und nebst den beiden Achsenkreuzen wie ein 
starres System um die 5:-Achse mit der Winkelgeschwindigkeit co ro- 
tierend. Wie Roche als erster zeigte^^’, befindet sich das System, be- 
stehend aus der im Ursprung des Achsenkreuzes {xq, y^, z^ festgehalten 
gedachten Masse M und dem Ellipsoidkôrper T für geeignete Werte der 
Winkelgeschwindigkeit und der Achsenverhâltnisse angenàhert im Zu- 
stande eines relativen Gleichgewichtes, sofern L grcB und darum (bei 

fesigehaltenem a) h= hinreichend klein angenommen wird. Bies be- 

sagt folgend^: Es sei mit xV{x,y,z) das Gravitationspotential von 
T, xGji^(x, y, z) dasjenige von M bezeichnet, und es môge, un ter 
(X.YsZ) wie vorhin einen beliebigen Punkt auf S verstanden, 

( 74) V{X. Y. Z) + g [(I + Xf + Y^] + Gm (X, Y,Z)==0 [X, Y, Z) 


gesetzt werden. Alsdann ist bei passender Wahl von co, unter ê eine ge- 
eignete Konstante verstanden, 

(76) 0(X,Y.Z)-fè 


Vgl. die Leipziger Inaugural-Dissertation von V. Garten, Untcrsuchungen 
iiber die Gestalt der Himmelskôrper. Rochesche Satelliten und ringfôrmige Gleich- 
gewichtsfiguren rotierender Flüssigkeiten mit Zentralkôrper, Math. Zeitschr. 85 
(1932), S. 684— 745. 

Vgl. É. Roche, Mémoire sur la figure d’une masse fluide soumise à l'attrac- 
tion d'un point éloigné. Mémoires de l’Académie de Montpellier (Section des 
Sciences) 1849, 1860, 1851, 1, S. 243ff. und 333 ff., 2, S. 21ff. Vgl. weiter 
G. Tisserand, Traité de mécanique céleste, Paris 1891, Band 2, S. 110 — 116 
sowie K. Schwarzschild, Die Poincarésche Théorie des Gleichgewichtes einer 
homogenen rotierenden Flüssigkeitsmasse. Dissertation München 1896. 
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eine auf S erkiàrte, mit h gegen Null konvergierende Korrektions- 
funktion. Augenscheinlich besagt die Gleichung (74), daB man T im 
strengen Sinne als eine Figur relativen Gleichgewichtes bei Vorhan- 
densein eines AuBenfeldes y, z)--->c0(x, y, z)=xG{x, y, z) auf- 

fassen kann, sofern nur auf S die Beziehung 0 (X, Y, Z) = 0 (X, Y, Z) — /ë 
gilt. Bekanntlich ist (vgl. 3.) 


( 76) y ViX, Y,Z) = D-AX’‘-BY^-CZ’‘ 

= d-cc^ + {c^^-a)x^ + {c-^,--b)y^ 


wegen 

(77) 


y2 72 ^ 


Ferner ist für hinreichend kleine Werte von h, etwa h^h*, in einer Um- 
gebung von S 

Gm (x, y, z) = M[(L + xf + y* + z^]~^ 


M 


(78) 


= ^ [21.* - + 2;c* - y* - 2 *] + &{x, y, z ) , 

= G (x, y, z) + 0{x, y, z) , 


0(x. = 

somit wegen (77) 


(r2 = j^:2 y2 _f_ ^2) ^ 


M 


(79) 


G^,{X, y, Z) = -^3 1 2 L 2 _ c^-.2XL + (2 + 1 ) y 


M 


+ 0 (A, y, Z) , 0 (A, y , Z) = o 


Wie wir sogleich sehen werden, kann man co, a, b, c so bestimmen, daB 
0(A, y, Z) = 0{X, y, Z) — fë wird. Die Beziehung (74) liefert in der Tat, 
wie man leicht sieht, 


(80) Z)-CY-2 + 


M 


M- 


2xf 


i^ + ,,^a(2Z.*-c*) + L-Z.---,^X 



+ .iL 

^ 2f IJ 


( 


+ -S)] ^*+ [c-S 

- 1) J Y*+ y &(X. Y, Z) = y0(X, Y. Z) . 


(0‘ 

2W 


Setzt man jctzt der Rcihe nach 


D 


M 




(81) + ^ + 

-B + + ~yg - l) = 0, 


Lichtenstein, Gleichgewichtsfiguren. 




10 



146 


Gleichgewichtsfiguren in der Umgebung einer Nâherungsfigur. 


so findet man 

(82) y <P(Z, Y. Z) - g = y e(X. Y,Z) = f 0(A») = y- I*0(A®) = 0{h ) . 

1 r J 

Augenscheinlich wird j0{X,Y,Z) — ^ mit j- zugleich beliebig klein. 

Die transzendenten Gleichungen (81), in denen A,B,C,D die in 3. 
angegebenen Werte haben, reichen bei vorgeschriebenem Volumen 
gerade ans, um a, 5, c, ê und co zu bestimmen^^®. Eine nàhere Diskussion 
führt zu den folgenden Ergebnissen. Es gibt einen Wert so daB zu 
jedem co<(u zwei dreiachsige Ellipsoide, ein schwâcher abgeplattetes S 

O — + 

und ein stârker abgeplattetes S gehôren. Für co->6t> konvergieren S und S 

gegen das einzige zu œ gehôrige Ellipsoid S. Bei festgehaltenem 

— + 

Volumen schlieBen sich S und S zu je einem regulâren Arm von an- 

genâherten Gleichgewichtsfiguren zusammen, die in S miteinander zu- 

- + 

sammenhàngen. Für co-^O konvergiert S gegen eine Kugel, S gegen 

eine nach M hin gerichtete unendiich dünne Nadel. Mit monoton 

m — c 

wachsendem co nimmt die Abplattung - - der Ellipsoide S zu, die- 

■f 

jenige von S hingegen ab. 

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, festzustellen, ob es für hinreichend 
kleine Werte von h in der Umgebung von T einen Flüssigkeitskôrper Tj 
gibt, der für geeignete, von co wenig verschiedene Werte co^ der Winkel- 
geschwindigkeit, sich im Felde 

( 83 ) xGm {x, y, z)=^xG{x,y,z) + x0 (x, y, z) 


des Zentralkôrpers M im relativen Gleichgewicht befindet. In zweiter 
Linie wàre zu untersuchen, ob es unter den Gleichgewichtsfiguren, deren 
Existenz wir vermuten, welche gibt, von denen lineare Reihen neuer 
reeller Gleichgewichtsfiguren abzweigen. Das zuerst genannte Problem 
gehôrt als ein spezieller Fall zu der am SchluB der Nummer 11, be- 
trachteten Klasse von Problemen. Das a. a. O. mit xsG(x, y, z,s) = xsP 
bezeichnete Zusatzfeld hat jetzt den Wert x0(x, y,z). Demnach gilt 
jetzt in unverànderter Benutzung der in 11. gebrauchten Bezeichnungen 
die Integro-Differentialgleichung 

S 




'2^ dv^ dv ^1-2 dv^ 


= +JÏ)M- Y®, ^ y- S- 76) , 


118 Wegen der Einzelheiten vgl. bsp. G. Tisserand, Traité de Mécanique céleste,. 
Paris 1891. Bd. II, S. 110—113. 
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wofür wir auch kürzer 

(84) v'f+ 

_ 1 (F(*)+ 7<»)+ . . .) - i f* g- - • • • 

oder mit s — L^X + Si, da F eine quadratische Funktion ist, 

(84*) v-C Si- {2LX + X*+ Y^) A - (a*+ 6») C® 

S 

-2iÎTAC- («» + 6*) i (F<*)+ F<»)+ . . .) - -0(Xi, y„ Zi) 

schreiben konnen. 

Offenbar ist xy) die aus dem Zusammenwirken der Eigengravitatioii 
von T, des AuBenfeldes x G{x, y, z) und der Zentrifugalkraft resultierende 
Schwerkraft im Punkte P(X, Y, Z) auf S. Nach bekannten Sâtzen findet 
man 

(85) y>=-2fBj.^*'> 

Die Integro-Differentialgleichung(84’*') wirdwie die Gleichung (75) III 
behandelt. Als kleine Parameter sind diesmal aufzufassen. 

(Man beachte, daB als vorgegeben gilt.) 

Die homogène lineare Integralgleichung 

( 86 ) 

bat stets eine triviale Nullôsung. Für abzàhlbar unendlichviele (sich 
gegen die Figur vom ,,nadelformigen'‘ Charakter hâufenëe) EUipsoide, 
die sâmtlich der Reihe stârker abgeplatteter Ausgangsfiguren angehôren 

0 19 

und den Werten der Winkelgeschwindigkeit co>cü>co>... ent- 
sprechen, hat sie darüber hinaus weitere Nullosungen. Diese wie jene 
lassen sich explizite mit Hilfe von Laméschen Funktionen ausdrücken. 
Vgl. loc. cit. S. 721 — 726. In der Nachbarschaft der zu o> + ^ (At^O) 
gehôrigen Ellipsoide gibt es stets Lôsungen unseres Problems. Die zu der 
Winkelgeschwindigkeit in den Intervallen 

(87) <£, co—e), <à— (^^0, £>0 beliebig klein) 

gehôrigen Lôsungen schlieBen sich nach geeigneter Normierung zu linea- 
ren Reihen zusammen. Von den zu eo (Aî^O) gehôrigen EUipsoiden kônnen 
môglicherweise neue Arme von reellen Gleichgewichtsfiguren abzweigen. 
Ob dies eintritt, kann erst eine nahere Diskussion entscheiden. Ins- 

11 » Vgl. V. Garten, loc. cit. S. 721. Die a. a. O. gebrauchten Bezeichnuiigen 
sind von denjenigen im Text zum Teil verschieden. 


10 * 
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O 

besondere ist das Ellipsoid S, in dem sich die beiden nach einem Kugel- 
kôrper bzw. einer Nadel zu strebenden Arme vereinen, ein singulâres 
Ellipsoid. In diesem besonders interessanten Falle lâBt sich nach Ein- 
führung geeigneter Parameûer bei der Diskussion der Verzweigungs- 
gleichung die Heranziehung von Gliedern hôherer Ordnung vermeiden. 
Von S zweigt kein weiterer Arm von Gleichgewichtsfiguren ab. Die zu 
den beiden ersten Intervallen in (87) gehôrigen Gleichgewichtsfiguren 
lassen sich zu einer linearen Reihe zusammenziehen. Eine Diskussion 


19 

der zu co, co, . . . gehôrigen singulâren EUipsoide begegnet vorderhand 
groBen analytischen Schwierigkeiten. 

Bei den vorstehenden Betrachtungen sind a, b, c als festgehalten 

vorausgesetzt worden. Wird h~ ^ als klein angenommen, so heiBt 

dies, L = y und wegen y = ^ = zugleich auch M erhaltcn groBe 

Werte. Ist jetzt d > 0 beliebig gewàhlt, so stellt die Konfiguration, 
die man erhàJt, indem man T + S bei unverânderter Flüssigkeitsdichte 
einer Àhnlichkeitstransformation mit dem Verhàltnis ô : 1 in bezug 
auf den Koordinatenursprung unterwirft und zugleich M durch M 
ersetzt, eine neue Gleichgewichtsfigur dar, die ebenfalls zu der Winkel- 
geschwindigkeit co gehôrt. Es sei M ein beliebiger fester Wert, und 



jetzt gleich M, sein Abstand von dem Schwerpunkt des kleinen Mondes 


in einer ersten Nâherung gleich 


Mxy 

(JO^J 


der Durchmesser des kleinen 

Mx\^ 


( ]^æX\ * 

Satelliten bi« auf GroBen hôherer Ordnung gleich \ . Für h 


ergibt das Verfahren der sukzessiven Approximationen eine für aile w 

1 fc Ar 1 

in jedem der Intervalle (e,oj—e), (co — e, oj + e) gleichmâBig geltende 
obéré Schranke. Es steht nichts im Wege, h so zu wahlen, daB die 
SateUiten jeder Schar ein testes, hinreichend kleines Volumen erhalten. 

In dem ersten einführenden Teil seiner wiederholt genannten Arbeit 
behandelt Garten den einfacheren (zweidimensionalen) Fall eines mit 
einer homogenen Flüssigkeit erfüUten geraden beiderseits unbegrenzten 
Zylinderkôrpers von angenâhert elliptischem Querschnitt, dessen 
Mantellinien auf der A^Q-yo'Ebene senkrecht stehen, und der um die im 
Verhàltnis zum Durchmesser von weit entfernte, festgehaltene 
Zo-Achse rotiert. Auf dieser ist eine gravitierende Masse konstanter 
Liniendichte ausgebreitet zu denken. Die Ergebnisse sind zu den vorhin 
besprochenen ganz analog. Die Rechnungen sind erheblich einfacher als 
in dem dreidimensionalen Falle. An Stelle der Laméschen Funktionen 

erscheinen jetzt trigonometrische Funktionen allereinfachster Art, die 
0 12 

Werte co, o, o), . . . erweisen sich alsLôsungen elementarer algebraischer 
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Gleichungen. Trotzdem bietet die Behandlung der Verzweigungs- 

]ç 

gleichungen für co=a) (^>0) auch jetzt noch Schwierigkeiten dar, die 
nicht überwunden werden konnten, und zwar, weii, wie es sich zeigt, die 
Heranziehung der Glieder von mindestens dritter Ordnung sich als not- 
wendig erweist. Die eben erwàhnten, den zweidimensionalen Fall be- 
treffenden Resultate finden in dem dritten Teil der Gartenschen Arbeit 
bei Behandlung der ringfôrmigen Gleichgewichtsfiguren mit Zentralkôrper 
Verwendung (vgl. loc. cit. S. 726 — 745). Der Ansatz und die Rech- 

nungen, die zu der fundamentalen Integro-Differentialgleichung führen, 
schlieBen sich eng an die in 22. kurz wiedergegebenen Entwicklungen 
meiner in der FuOnote genannten Arbeit an. Die Ergebnisse sind zu 
den in dem zwei- und dreidimensionalen Rocheschen Problem gewonne- 
nen ganz analog. 

Es macht keine ernsten Schwierigkeiten, von dem im vorstehenden 
betrachteten Problem eines um ein festgehalten zu denkendes, punkt- 
formiges Attraktionszentrum rotierenden kleinen Satelliten zu dem 
Falle überzugehen, daB der (immer noch punktfôrmige) Zentralkôrper 
und der Satellit mit der Winkelgeschwindigkeit oj um den gemeinsamen 
Schwerpunkt wie ein starrer Kôrper rotieren. Ist wie vorhin M die Masse 
4 JT 

des Zentralkôrpers, m = -^abc/ diejenige des Satelliten, L derAbstand 

des Mittelpunktes O des Satelliten von dem Attraktionszentrum, so ist 
derjcnige des gemeinsamen Schwerpunktes, in den wir den Ursprung 0^ 

des Achsenkreuzes Xq, Zq legen, von O gleich L Die 

l'ormel (74) nimmt jetzt die Gestalt 

( 88 ) V(X, y, Z) + ^^[(L + X)^ + y 2 ] + g,,( a, y, z) = (Z>(A^y, z). 


unter auch diesmal der Ausdruck (78) verstanden, an. In der Glei- 

(0^ 

chung (80) treten als Faktoren von bzw. -j in dem dritten und 

dem fünften Summanden und L statt und L auf. Dement- 
sprechend ândern sich die Beziehungen (81). Insbesondere gilt jetzt 


(89) 


w'^ 

>cf 


M __ M 
f L Ü. “ PZ 



Bei gleichbleibender Entfernung L ist jetzt im Verhaltnis 1 grôBer 

als in dem vorhin betrachteten Falle eines festgehaltenen Attraktions- 
zentrums. Die Weiterbehandlung des Problems bietet an Hand der Ent- 
wicklungen auf S. 146 ff. keine Schwierigkeiten dar. Die qualitativen Er- 
gebnisse bleiben die gleichen. 

An das Vorstehende schlieBt naturgemâB die Behandlung des Falles 
an, daB das Attraktionszentrum nicht mehr als punktfôrmig aufgefaBt 
wird, sondern aus einer homogenen Flüssigkeit, deren Gestalt sich nur 
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wenig von derjenigen eines Maclaurinschen Ellipsoids nnterscheidet, 
besteht. Die Rücksicht auf den zurVerfügung stehenden Raum zwingt 
uns, uns mit dieser Andeutung zu begnügen. 

26. Die Laplacesche Théorie des Erdmondes. Wie vorhin be- 
merkt, sind für sehr kleine Werte der Winkelgeschwindigkeit die weniger 
abgeplatteten Rocheschen Annâherungsellipsoide nur wenig von einer 
Kugel verschieden. Dasselbe gilt natürlich auch von der exakten Gleich- 
gewichtsfigur. Das Problem eines von einem festgehalten zu denken- 
den Attraktionszentnim weit entfernten Mondes gestattet darum noch 
eine andere, von der vorstehenden allgemeinen Théorie unabhàngige 
Behandlung, wobei al$ Ausgangsfigur in naheliegender Weise ein der 
Einwirkung eines AuBenfeldes nicht unterworfener Kugelkôrper zur 
Verwendung kommt^*®. 

Wir schlieBen uns eng an die vorhin gebrauchten Bezeichnungen an. 
Der Radius der Kugel S heiBt darum jetzt a(==5 = c), die Richtungs- 
kosinus der AuBennormale (^•) sind 


(90) 

Es gilt feraer 

(91) 



jV{x, y,z) = 2na^-'^^ r\ 




M 


(92) 


GM{x.y,x) = -^[2L^-2xL+-2x^-y^—z^]+0(x,y,z), 


&(x,y,z)=^lo(^^i). 


CO * 

Da T ruht, so ist jetzt co=0, und A erhâlt den Wert 2 “ , unterco^die 

WinkelgeschWindigkeit der gesuchten Gleichgewichtsfigur ver- 
standen. Wie vorhin bemerkt, ist T der Einwirkung eines AuBenfeldes 
nicht ausgesetzt, bei tritt dagegen ein Zusatzfeld xG^[x, y,z) auf. 
Eine sinngemàBe Anwendung der am SchluB von 11. gewonnenen Formel 
fûhrt, wenn wir berücksichtigen, daB jetzt 7^=0, sF—Gj^j zu setzen ist. 
zu der Integro-Differentialgleichung 




(93) v'C+|^C'«iff'=s-|^’[iî*+2i?TC+(a*+62)f*]~ * (FW+F<»)+...) 


2x 


[2L2_2AiL + 2AÎ-yf-Zf]-0(Xi.yi,Zi), 


die man wegen 
(94) 


/?*=L*+2LX+A:*+y*, 

^.=^(*+ï) 


1*0 Vgl. L. Lichtenstein, Untersuchungen über die Gestalt der Himmelskôrper. 
Erste Abhandlung. Die Laplacesche Théorie der Gestalt des Erdmondes. Math. 
Zeitschr. 10 (1921), S. 130—159. 
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auch in der Form 

S 1 

_ i(FW+ F(3 )+. . .)- ^\2U-2XL-2X^L+2X\- Yf-Zfl 

-6>(x,.y„z,) 

schreiben kann. In (95) bezeichnet yc\p die von der Eigengravitation her- 
rührende Schwerkraft auf S. Offenbar ist 


(96) V=-^«/- 

Die Integralgleichung, die man erhàlt, wenn man in (95) rechterhand 
Nul! setzt, und die auf die Form 

(97) 

S 

gebracht werden kann, hat drei linear unabhàngige, der Parallelver- 
schiebung in der Richtung der drei Koordinatenachsen entsprechende 
wie in 8. normierte Nullôsungen 


(98) 


^ A' ^ y 3 
4jr/^5’ 4;r/^f 


Nach bekannten Sâtzen (vgl. 8.) hat die Integralgleichung 


(99) v)C+//W(a,(/)CW = 0, iV(a,a') = i-'^^-“3“” 

V M t* 


zr 


s ^ 

keine Nullôsungen mehr. Setzt man, wie wir es tun woUen, voraus, daB 
die Ortsfunktion C die Ebenen y — 0 und ^ — 0 zu Symmetrieebenen hat, 
und schreibt 


( 100 ) 


-tcL, 


so nimmt (95) die Gestalt 

(101) lf'N{a.a')Cda'=XwL + s 

- “J [L * + 2 Lx + X* + y 3 4- 2 iî T c + («* + «>*) c*] - ^- ( y <*> + y <*> + . . • ) 

2^3 [2L^-2XL-2X^^L + 2X\-Y\-Z\\-0{X^.\\, Z,) 


an, Wir setzen jetzt 

( 102 ) 

und erhalten 


^ == ra ^ — T =0 

xL^ 2x L 


(103) y)C+ P ’N(a. ct') [^* + Y* + 2 t C + («* + «»*) ^*1 

_ i (FW+ FW+ . . .) + ^3 [2xI^L- 2X\+ Y\+z(\-e{X^,Y^, Z, 
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Wir halten M, /, a fest und fassen darum auch wL als 

kleine GrôBen auf. Den im dritten Kapitel entwickelten Sàtzen zu- 
folge hat die Integro-Differeptialgleichung (103) für aile hinreichend 
kleinen Werte der vorstehenden Parameter eine und nur eine Lôsung. 
Der qnadratischen Gleichung (130) III entspricht diesmal eine Gleichung 
von der Form 

(104) ^p+Âip.-c+yt^), P = ^L + ^^. 

Die kleinere (positive) Wurzel dieser Gleichung, darum auch C ist von 
P 

der GrôBenordnung -j- , 

(105) : f ^ â + "7^) (â konstant). 

O co‘“ ikr 

Wie wir wissen, ist C als Funktion von ™d aufgefaBt, ana- 

lytisch und regulàr. Wegen (100) erscheint auch w als eine analytische 
und regulàre Funktion derselben Parameter, 


(105*) 



Nach 

(100) und (105) ist 


(106) 

te + 

(a konstant). 

Wie man leicht sieht, làBt sich die Gleichung 


(107) 

(O'î J M a\ 

X ~ ' LJ 

(vgl. (102) und (105*)) 

nach 

(0^ 

“ aufloÆn und liefert 

K 


(108) 

M a 



JV[ (a \ 3 

Danach ist, wie man leicht sieht, ^ von der GrôBenordnung [j^j . 
Eine weiter ins einzelne gehende Berechnung liefert 


■ '•<«) (=-viîk (l(^- 3X')+2 «'+.-o(Î)). 

^21 In der in der FuBnote zitierten Arbeit ist diese Diskussion in allen 
Einzelheiten durchgeführt worden. (Mechanische Deutung und Verbesserung einiger 
Rechenfehler findet sich bei E. Hôlder, Beitrâge zur mathematischen Théorie 
des Erdmondes, Sàchsische Berichte, 78 (1926), S. 21 — 36.) In einer spâteren 
Arbeit (vgl. die FuBnote ^^ 2 ) habe ich anlâBlich der Bestimmung einer Gleich- 
gewichtsfigur, die aus zwei weit entfemten flüssigen, um den gemeinsamen Schwer- 
punkt rotierenden Massen besteht, bemerkt, daB sich eine Diskussion der Ver- 
zweigungsgleichung durch die Einführung eines geeigneten Parameters vermeiden 
làBt und darauf hingewiesen, daB sich das gleiche bei dem jetzt betrachteten 
Problem in âhnlicher Weise erreichen lâBt. 
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Durch die Einbeziehung des Parameters w in den Ausdruck (102) für die 
Winkelgeschwindigkeit gelang es, eine sonst notwendige recht umstând-* 
liche Diskussion zu vermeiden (vgl. loc. cit. S. 143). 

36. Flüssige Doppel- und Mehrfachsternsysteme. Wir gehen jetzt 
zur Behandlung eines Problems über, das mit denjenigen, die uns in 34* 
beschàftigten, nahe verwandt ist, nâmlich zur Bestimmung einer Gleich- 
gewichtsfigur, die aus zwei weit entfernten Flüssigkeitsmassen gleicher 
Dichte, Tj und die um ihren gemeinsamen Schwerpunkt rotieren, 
besteht. Der Einfachheit halber nehmen wir und T-^ als kongruent 
und in bezug auf den Schwerpunkt, in den wir den Ursprung des Achsen- 
kreuzes y^y setzen, symmetrisch gelegen^^^ Des weiteren soUen 
Tl und Tl sich nur wenig von Kugelkôrpern, T und T, vom Radius a 
unterscheiden. Augenscheinlich genügt es, die Gestalt von Ti, d. h. die 
diese Gestalt festlegende Ortsfunktion C auf 5 zu bestimmen. Die ent- 
sprechende zu T und Ti gehôrende Funktion t wird damit zugleich be- 
stimmt sein. Wir übernehmen sinngemâB die in 26. gebrauchten Be- 
zeichnungen, legen insbesondere in den Mittelpunkt der Kugel S den 
Ursprung des Achsenkreuzes x-y-z. Augenscheinlich unterscheidet 
sich das Problem, mit dem wir uns im Augenblick beschâftigen, von dem 
zuletzt behandelten lediglich darin, daB das AuBenfeld, das auf wirkt, 
nicht von dem in O gelegenen Attraktionszentrum, sondern von der 

Flüssigkeitsmasse Ti herrührt. Für Ti=T+(Ti“-T) konnen wir ein 

4 TV 

punktfôrmiges Zentrum der Masse a^f im Mittelpunkt ( — T, 0, 0) 
von T, somit in einer Entfernung 2L vom Mittelpunkt von T und eine 
schalenformige gravitierende Masse 1 \ — T substituieren. Das Gravi- 
tât ionspotential X ^^{x, yy z) der punktfôrmigen Masse in Ti erhalten 

4:7t 

wir aus (78), indem wir für M den Wert à^f einführen und L durch 2L 
ersetzen, Wir finden 

( 110 ) Gl{x,y,z) = -~à^i{[2L + xf + y^-\-z'^'] ^ 

==^^^^J\SL^-4:xL-{y^-\-z^-2x^)] + e*{x, y,z). 

(>-2 = a:* + y 2 + 2 *) , 0*{x,y,z)^r^O ) • 

Was das Gravitationspotential xG^i^Xy y, z) des Kôrpers T^—T an- 
langt, so gilt 

(111) \xGt(x,yyZ) \ <4:7txf^(a+Q)^Qy i2=Max|lC!, , 

122 pür das Folgende vergleiche L. Lichtenstein, Untersuchungen über die 
Gestalt der Himmelskôrper. Zweite Abhandlung. Eine aus zwei getrennten Massen 
bestehende Gleichgewichtsfigur rotierender Flüssigkeit. Math. Zeitschr. 12 (1922), 
S. 201 — 218. A. a. O. wird allgemeiner angenommen, dafî sowohl die Dichte als 
auch der Durchmesser der beiden Kôrper verschiedene Werte haben kônnen. 


^11 

dri\y 
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In der Tat ist das Volumen von Ti — T gewiB nicht grôfîer als 
4n{a + üyü, der Abstand irgendeines Paares von Punkten in rj — T 
einerseits, in anderseits sicher >2L — 2a—2Ü>L, sofem, wie wir 
a-\- Q 1 * 

es tun wollen, — ^ angenommen wird. 

Bei der Aufstellung der Integro-Differentialgleichung des Problems 
ist zu beachten, daB das AuBenfeld anch diesmal gleich Null, das Zusatz- 
feld aber ~xG*+xG* ist. Man erhâlt 

(112) vC + s- g' [R^+ 2i?TC+(a*+ b^):^] 

S 

_ i (F<2) F(3)+ . . .) _ [SI* - 4X, L + 2X^ - Yf - Z^] 
-0*{X,.Y„Z,)-G:{X„Y,.Z,). 


Für das Potential G* lieBe sich ohne groBe Mühe eine Entwicklung 
finden, ans der seine Abhàngigkeit von C klar hervortreten würde 
(vgL loc. cit. Für den Konvergenzbeweis der spâter anzusetzenden 
sukzessiven Nâherungen ist die Kenntnis dieser Entwicklung, wie wir 
sogleich sehen werden, nicht notwendig. Anders wâre es, wenn wir die 
zweite oder eine hôhere Nâherung explizit berechnen wollten. 

Indem wir jetzt 

(113) -jf~Cda'^2tcL 

S 

setzen, erhalten wir wie auf S, 151 

c 

(114) y>^ + p'N{a,a')!:'da’r= 2XwL + s - [L^+ 2LX+ X^+Y^ 

S 

+ 2Rrl: + {a^+b^)t,^]-~ (F(*)+ F(*>+ .. .) - [8L*-4A'L 

- 4x I L+ 2X1- y,, ^i) - g;(a\. y„ z,) . 


Mit 

(115) 


2k 


Tta^ f 

6L3‘ 


+ ^ t 


S 


T2^ 27ra^/ ___ 

3X 


geht (114) über in 


(116) y,C+jf'N(a,a')^'da'= - g [X^+Y^ + 2Rtl: + 6*)^*] 

S 

- ~ F(3) + . . .) + Jg [4X| A - 2X!+Y^+ zf\ 


-0*{X„Y„Z,)-G;(X,Y,.Z,). 


Die weitere Behandlung verlâuft ganz wie auf S. 151 ff. Wir finden 


/n 


O)} na?f . a 
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worauf sich C als von der Grôfîenordnung a erweist. — Was den Kon- 

vergenzbeweis der sukzessiven Nâherungen betrifft, so stützt sich dieser 
wie in allen Fâllen, die wir in diesem Buch zu betrachten hatten, auf 
gewisse fundamentale Ungleichheiten, denen der Ausdruck auf der 
rechten Seite der in Frage kommenden Integro-Differentialgleichung 
genügt (vgl. S. 152). Der Beweis jener Ungleichheiten macht keine 
Schwierigkeiten und lâBt sich ohne Benutzung der vorhin erwàhnten 
Entwicklung für G*{Xi, ¥^,2^) führen. 

Es macht keine Schwierigkeiten, a so zu bestimmen, daB das Vo- 
lumen von Tj, also auch das mit ihm gleiche Volumen von einen vor- 
geschriebenen Wert erhàlt. 

Nicht wesentlich schwieriger ist schlieBlich die Behandlung des ail- 
gemeineren Falles, wenn die Durchmesseraund à von T und T sowie die 
Dichten f und / der beiden Flüssigkeitskorper nicht notwxîndig ent- 
sprechend einander gleich sind. Jetzt wird man für C and C ^ine 
Integro-Differentialgleichung erhalten. Das System dieser simultanen 
Gleichungen wird unter Benutzung von zwei Parametern w und w 
gelôst. 

In dem Vorstehenden war ausdrücklich von einem Doppelstern die 
Rede. Betrachten wir nun ein System von Massenpunkten in einer der 
verschiedenen Lagrangeschen Konfigurationen des >z-Kôrperproblems 
und stellen uns die einzelnen Massenpunkte zu kleinen flüssigen Kugel- 
korpern ausgeweitet vor. Die so gewonnene Anordnung erfüllt, wenn 
die Kugelradien im Verhâltnis zu dem Abstand ihfer Mittelpunkte hin- 
reichend klein sind, in einer ersten Naherung die Gleichgewichtsbedin- 
gungen und kann als Ausgangspunkt zur Bestimmung neuer exakter 
Gleichgewichtsfiguren dienen. Eine systematische Untersuchung der 
sich darbietenden Môglichkeiten hat im AnschluB an meine in der FuB- 
note genannte Arbeit E, Kâhler in seiner Leipziger Dissertation 
durchgeführti23. Die Ergebnisse von Kâhler sind auch darum von In- 
téressé, weil es an Hand dieser E, Hôlder gelungen ist, die schon von 
Kâhler vermutete Existenz von Gleichgewichtsfiguren mit nur einer 
Symmetrieebene zu beweisen (vgl. S. 74). 

27. Flüssige Doppelsterne mit einem starren Kern. Mit Rück- 
sicht auf eine spâtere Anwendung wollen wir im folgenden noch ganz 
kurz ein mit dem in 26. behandelten nahe verwandtes Problem be- 
trachten. 

Zwei gleiche in P = (— D, 0, 0) und P = (D, 0, 0) angebrachte 
punktartige Massen M rotieren mit konstanter Winkelgeschwindigkeit 

128 VgL E. Kâhler, Über die Existenz von Gleichgewichtsfiguren, die sich ans 
gewissen Lôsungen des w-Kôrperproblems ableiten. Math. Zeitschr. 28 (1028). 
S. 220—237. 
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= um die ^:-Achse des kartesischen Achsenkreuzes x-y-z 

und befinden sich dabei im dynamischen Gleichgewicht. Man denke sich 
jetzt um P und P als Mittelpufikte je einen kleinen Kugelkorper T und T 
vom Halbmesser r aus einer homogenen Flüssigkeit der Dichte / und 
lasse das Ganze wie einen starren Kôrper mit derselben Winkelgeschwin- 
digkeit co um die Jc-Achse rotieren. Bei festgehaltenem M, D und / und 
hinreichend kleinem t stellt die Konfiguration in einer ersten Nàherung 
ein^e Gleichgewichtsfigur dar. Wir fragen: gibt es in der Nachbarschaft 
von T und T zwei in bezug auf den Ursprung symmetrisch gelegene 
Flüssigkeitskôrper und Tj, die vereint mit den Massen M inP und P, 
bei passender Wahl der Winkelgeschwindigkeit in der Umgebung von 
(O eine Gleichgewichtskonfiguration ergeben ? Mit anderen Worten, ist 
es môglich, somit auch einerseits, a>i andererseits so zu bestimmen, 
daB 1. auf Si und Sj das Gesamtpotential der Gravitations- und Zentri- 
fugalkrâfte je einen festen Wert hat, 2. in P und P die Resultierende der 
Gravitationskrâfte der Zentrifugalkraft das Gleichgewicht hait ? 

Wir beziehen, wie üblich, Si und Si auf S und S durch Vermittelung 
der krummlinigen Koordinaten rj, C und f , i], C- Wir denken uns 
S und S durch parallèle Normalen auf die Einheitskugel bezogen und 
wâhlen für )] bzw. ?] irgendein krummliniges Koordinatensystem auf 

der Einheitskugel. Wir nehmen ferner an, daB i C !> ~ j-^vj , ~ \ ~^~ 

als kleine GrôBen adigefaBt werden kônnen. Aus Gründen der Sym- 
metrie genügt es, von der Gleichgewichtsbedingung auf Si allein aus- 
zugehen. Als Ausgangskonfiguration fassen wir den Kôrper T im Ruhe- 
zustande auf. Als Fremdfeld in der Bezeichnungsweise von 11. gilt 
das Feld der Masse in P, als Zusatzfeld ksG das Gravitationspotential 
xGp+xGj^^ der Masse in P sowie des Flüssigkeitskorpers Ti. Die Schwer- 
kraft auf S als Resultierende aus der Eigengravitation und derjenigen 
der AuBenmasse P, hat jetzt den Wert 

(118) = 


Des weiteren ist (vgl. 11.) oj=0, > ^ugenscheinlich ist diesmal 

A nicht notwendig als klein aufzufassen. 

Wir gehen von der Formel (206) III aus, wobei wir zur Vereinfachung 
rechter Hand für 


sP+sC 


f)2 ^ 


di n Wert 


sG{X„ Z,; s) = Gp{X„ Y,. Z,)+ GtJ,X„ 7,, Z,) 
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setzen. Die Entwicklung des Zusatzpotentials nach Potenzen von C er- 
weist sich im vorliegenden Falle als überflüssig. Wir erhalten so 

( 119 ) ^ ^ S J 

S 

= s-ÿ (X^+Y^+2RrC+{a^+ b^)C^) - r (F(*)+ F(s)+ . . .) 

- Gp{X,. Y„ Z,) - Gf,(X„ Y„ Zi) - Ç . 

und, indem wir s= ^ setzen, nach Multiplikation mit und nahe- 
liegender Umformung 

( 120 ) (m+ *^t^fjC = i^j^C'da'+t^'^l{X^+Y^-D^+2RrC 

S 

+ («*+ b^) c*) -I- r® i (FW + F<S)+ . . .) + x^Gp[X. Y, Z) + Y, Z) 


+ r2{Gp(Zi, Y,. Z,)-Gp(X, Y, Z)} + rMGr.(A^. Y^, Z,) - Gi,[X, Y, Z)] 


+ t' 


\2 dv^ 


Die Auflôsung dieser Gleichung durch sukzessive Approximationen 
bietet keinerlei Schwierigkeiten dar. Es erweist sich nicht einmal als nôtig 
beim Übergang von der n-ten zu der (n + l)-ten Nâherung eine lineare 
nichthomogene Integralgleichung aufzulôsen. Vielmehr gilt, wenn man 
vorübergehend die rechte Seite in (120) mit /7{C} bezeichnet, einfach 

(121) (M+-^rv) c =n{i:). 


Als ein kleiner Parameter tritt jetzt r auf. Einige Vorjicht erfordert 
die Abschâtzung der Ausdrücke W= ^ yiz) _j- . _ ^ ^ und der 

+ • * -J sich wie verhâlt. Man findet 

i ’ j ^ I ’ 1 ^ I = konstant). 

Wie man femer leicht sieht, sind die Terme t2G/,(A", Y, Z), Y, Z) 

von der zweiten, aile übrigen von der dritten und hôheren Ordnung 
in bezug auf r und Insbesondere ist wegen X^+Y^ — 0(t) auch 

CO 

der Ausdruck y2 — D^) von der dritten Ordnung. Für die 

quadratische Gleichung (130) III tritt jetzt eine Gleichung von derForm 

(121*) jr = ^ ^ 

Die kleinere (positive) Wurzel und damit auch C ist jetzt von der Ord- 
nung Natürlich ist die durch sukzessive Approximationen gewonnene 
Lôsung der Integro-Differentialgleichung die einzige ihrer Art. 
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Man kann übrigens aile diese Spezialbetrachtungen umgehen, in- 
dem man durch eine Âhnlichkeitstransformation (vgl. S. 148) zu einem 
System von zwei mit der Winkelgeschwindigkeit o) um die jg-Achse 
rotierenden Flüssigkeitskugdn vom Radius 1 und Dichte / um die 
2D 

beiden um — voneinander entfernten punktartigen, mitrotierenden 
M ^ 

Massen als Ausgangskonfiguration übergeht. Für hinreichend kleiner 

gibt es gewiB eine exakte Gleichgewichtsfigur in der Nachbarschaft 
der zuletzt genannten Konfiguration. Eine Âhnlichkeitstransformation 
mit dem Verhâltnis r : 1 um den Symmetriepunkt des Systems liefert 
die soeben auf einem anderen Wege gefundene Flüssigkeitskonfigu- 
ration wieder. Die Winkelgeschwindigkeit ist jetzt gleich (o^. 

Und nun die Bestimmung von a>i, so daB der zweiten vorhin an- 
gegebenen Bedingung des Gleichgewichts Genüge getan wird. Auch hier 
kônnte man durch sukzessive Nàherungen vorgehen. Es sei Cq die zu 
dem Werte œ der gesuchten Winkelgeschwindigkeit gehôrende Lôsung 
von (120), und es môgen Ti, 7"j die zugehôrigen Flüssigkeitskôrper 
heiBen. Die Bedingung 2. ist nicht erfüllt, vielmehr müBte, damit sie 
erfüUt sei, die Winkelgeschwindigkeit einen von a> verschiedenen Wert coi 
haben. Es sei die Lôsung derjenigen Integro-Differentialgleichung, 
die man erhàlt, wenn man in (120) (Oi durch coi ersetzt. Zu Ci gehôrt als 
der die zweite Gleichgewichtsbedingung erfüUende Wert der Winkel- 
geschwindigkeit 0 ) 2 . Ersetzt man coj in (120) durch co 2 , so gewinnt man C» 
usw. Wie sich ohne groBe Mühe zeigen lâBt, konvergiert die Folge 
(O, 0 ) 1 , 0 ) 2 , . . . gegen einen Wert 0 )i, zugleich konvergieren die Folgen 

Cjc, gleichmâBig gegen C» ^ ^ • Die Ortsfunktion C siellt die 

zu dem eben gefundenen Werte der Winkelgeschwindigkeit o)i gehôrige 
Lôsung der Integro-Differentialgleichung dar. Das System C> erfüllt 
die beiden Bedingungen des Gleichgewichts, unser Problem ist als gelôst 
zu betrachten. 

Es leuchtet ein, daB man die beiden punktfôrmigen Attraktions- 
zentra auch durch kleine starre Kugelkôrper ersetzen kann. 

28. Ein mit den kosmogonischen Theorien von Poincaré und 
Darwin zusammenhângendes Problem. Das im vierten Kapitel ent- 
wickelte Verfahren führt, in geeigneter Weise ausgestaltet, zur Auf- 
lôsung eines interessanten Problems, das sich in gewissen kosmogonischen 
Betrachtimgen von Poincaré und Darwin darbietet^^d 

Wir beginnen mit einigen vorbereitenden Betrachtungen. In den 
Punkten P = ( — D, 0, 0) und P = {D,0,0) des Raumes der Variablen 
X, y, Z môgen sich zwei punktfôrmige Attraktionszentra der Masse M 

^^Vgl. H. Poincaré, loc. cit, S. 378 — 380; G. H. Darwin, Scientific papers 

Bd. insb. S. 436—524. 
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O JMi 

befinden. Das Ganze rotiere mit der Winkelgeschwindigkeit co = ( ) 

um die 2 -Achse. Die Gravitations- und Zentrifugalkrâfte an P und P 
halten sich dabei das Gleichgewicht. Das ,Gesamtpotential ist 

Û=xM{\ + \) + ^(x^->ry^). 

( 122 ) \d dJ 2' 


Ans Gründen der Symmetrie sind in (0, 0, 0) partielle Ableitungen erster 
Ordnung, gemischte Ableitungen zweiter Ordnung und die Ableitungen 

O O 

dritter Ordnung von U gleich Null. Man verifiziert leicht, dafi U in der 
Umgebung des Ursprunges eine Entwicklung von der Form 

(123) î7 = t7(*,y,z) = ?ÿ*^ + -|g-(17;^*-7y*-8^2) + 0(r«) 

gestattet . Sie gilt für aile hinreichend kleinen Werte von r = +- y ^ + , 
etwa für r Die Niveauflâche [7 = -^-- besteht aus einer, uns 

nicht weiter interessierenden, sich bis ins Unendliche erstreckenden 
Schale und einer geschlossenen in bezug auf die drei Koordinatenebenen 
symmetrischen, analytischen und regulâren Flâche S*, die im Ko- 
ordinatenursprung einen konischen Punkt hat; S* begrenzt zwei Ge- 
biete T* und T*, die entsprechend P und P enthalten. Der Berührungs- 
kegel im NuUpunkt, 17 a:^— 7y^— 8z^ = 0, ist ein gerader elliptischer 

O 2 JSJ 

Kegel um die Gerade y = ^=0 als Achse. Die Niveauflâchen U<—jj- 

bilden eine Schar sich ins Unendliche erstreckender^chalen und darüber 

, 2xM ° 

hinaus, für kleine Werte der Differenz ^ U, aus einer Schar ineinander 

geschachtelter, S* umschlieBender, analytischer und regulârer, in bezug 
auf die drei Koordinatenebenen symmetrischer Flâchen. Die Niveau- 

flâchen U> bilden zwei Scharen ineinandergeschachtelter analyti- 
scher und regulârer Flâchen, die die drei Koordinatenebenen zu Sym- 
metrieebenen haben, in T* bzw. T* enthalten sind und gegen P bzw. P 
konvergieren, darüber hinaus aber auch noch eine Schar ins Unend- 
liche reichender zylinderartiger Flâchen, um die wir uns nicht weiter 
zu kümmern brauchen. Wir haben uns im folgenden lediglich mit den 
geschlossenen Niveauflâchen in P*, T* und in dem AuBengebiete von 
T* + T* in der Nachbarschaft von S* zu beschâftigen. Die diese Flàchev^ 
betreffenden Behauptungen sind in der Hauptsache bewiesen, sdbn^ 
gezeigt ist, daB in einem T* + f* ganz in seinem Innern enthaltod^n 


126 vgl. die Leipziger Inaugural-Dissertation von K, Maruhn, Ein 
mathematischen Théorie der Gestalt der Himmelskôrper. Math. Zei^^r. 
(1931), S. 300— 320, insb. S. 301 u. ff. 
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Bereiche B mit der einzigen Ausnahme des Koordinatenursprunges die 
Schwerkraft nicht verschwindet^^®. Wie man leicht nachprüft, ver- 
hâlt sich X y in der Umgebung von O wie r = {x^ + y^-j- 2 ^)*, prâziser : es 

O ^ 

ist y in r* + S* und T* + S* angebbar von Null verschieden. Werden, 
wie früher, mit a, b, c die Richtungskosinus der Normale an dieNiveau- 

flâchen bezeichnet, so verhalten sich ^ Umgebung 

des Koordinatenursprunges wie r~^, 

Wie in 27. des naheren ausgeführt worden ist, gibt es eine Figur des 
relativen Gleichgewichts, die aus den beiden Attraktionszentren P und P 
und aus zwei um diese herum in bezug auf den Koordinatenursprung 

symmetrisch gelegenen Flüssigkeitsmassen T und T der Dichte / be- 

steht. Die Randflàchen S und S von T und T sind, sofern ihr Durch- 
messer 2r, wie wir es tun wollen, klein im Verhâltnis zu D angenommen 
wird, nur wenig von Kugeln um P und P als Mittelpunkt verschieden. 
Die Winkelgeschwindigkeit co, mit der das Ganze um die 2 :-Achse rotiert, 

( yc \ i 

. Aus Gründen der Stetigkeit gelten 

sinngemâB auch jetzt noch aile qualitativen, im vorstehenden gemachten, 
die Âquipotentialflâchen betreffenden Aussagen. Wir nennen nunmehr, 
um uns den im vierten Kapitel gebrauchten Bezeichnungen nach Môg- 
lichkeit anzunâhern, die beiden in dem konischen Punkt zusammen- 
hangenden Teile der singulâren, S* entsprechenden Niveauflàche einfach 

S und S, die von 5 bzw, S und S bzw. S begrenzten Gebiete 0 bzw. 0. 
Des weiteren môgen mit T und T die beiden von 5 und S begrenzten 
endlicheii Gebiete bezeichnet werden. Es sei schlieBlich x ^ine in 0 und 0 
erklârte stetige, allenfalls abteilungsweise stetige Ortsfunktion, die auf 
jedem Paar zusammengehoriger Niveauflâchen Sj und denselben 
konstanten Wert hat, auf S und S verschwindet und in jedem Stetig- 
keitsbereiche stetige partielle Ableitungen erster Ordnung hat. 

Die soeben betrachtete aus zwei Flüssigkeitskôrpern bestehende 
Gleichgewichtsfigur kann als eine die Gebiete T und T füllende Flüssig- 
keitsmasse der Dichte /, die in T einerseits, T andererseits gleich der 

126 Vgl. K. Maruhn, loc. cit. S. 304 — 305. Der Bereich B ist dort der von 

z^i Halbkugeln um P und P vom Radius D und von dem berührenden Kreis- 
^linder begrenzte konvexe Kôrper. 

127 verstehen unter t in Annâherung an die Bezeichnungsweise im vierten 
Kii^pitel den Abstand der in & gelegenen Schale der betrachteten Niveauflàche von 
dem Koordinatenursprung. Dieselbe Bedeutung hat r, wenn es sich um einschalige 
Niveau,flàchen in einer Umgebung von 5 und S, die alsbald herangezogen werden, 
K^ndelt. 
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Dichte der obigen Flüssigkeitskôrper, in 0 und 0 aber gleich Null ist, 
aufgefafit werden. Giht es für hinreichend kleine Werte von |a| und x und 

passend gewàhlte A== der en 

Dichte auf denjenigen Niveauflàchen S^i, S^i, der en Bilder in T bzw, T 
liegen, gleich f, bei den übrigen aber gleich f + cL^ i^t} Diese Frage habe ich 
nach einem besonders gearteten Verfahren der sukzessiven Nàherungen 
für den zweidimensionalen Fall im bejahenden Sinne béant wortet ^28^ 
Im AnschluB daran hat Herr Maruhn in seiner in der FuBnote ge- 
nannten Dissertation zunâchst die analoge Fragestellung in drei Di- 
mensionen in allen Einzelheiten behandelt und darüber hinausgehend 
einige weitere intéressante Ergebnisse gewonnen (vgl. S. 165). 

Unser Problem gestattet, wie wir jetzt zeigen wollen, auch noch eine 
zu der im vierten Kapitel durchgeführten ganz analoge Behandlung; 
doch brauchen wir uns im vorliegenden Falle mit den im Innern von T 

und T gelegenen Âquipotentialflâchen nicht zu beschaftigen. Bezüglir 
der zu bestimmenden Ortsfunktion C ist zu fordem, daB sie sich i^ 


und 0 stetig verhâlt, die drei Koordinatenebenen zu Symmetrieeb jh 
hat, in O verschwindet und beschrànkte, auBer hôchstens in O, st ft 0 
allenfalls abteilungsweise stetige partielle Ableitui **<te^ ~ 
besitzt. Wird wie früher etige, 

I ! I I ! I ^ n Ordnung 


<124) a. -.ordnung 

gesetzt, so gilt 

(125) _ i^rQ (A 

Die maBgebende Integro-Dif ferentialgleichung folgt f " 
aus (43) IV, wenn man berücksichtigt, daB jetzt die Flüs\ \^^ 
sich in dem AuBenfelde uF der beiden mitrotierenden ^ \g^g\^eitskôrper 

punkte befinden, 5 + 5 die Rolle von ® übernimint, [/ v Attraktions 

^ = 0 ist. Wir finden, unter Kxp die dem Zusammenwirken ^ 

rr l'T' J -L-'j A J. J. i_x* i_x_ 3 


keitskôrper T und T, der beiden Attraktionspunkte und der Z( ^ 
kraft entspringende Schwer kraft verstanden, 


derFlüssig- 


(126) 


^întriiugal- 


-2Af(«Ar+6.v)-i(æ«)+îW+...)-|î^-|i5J-- 


128 Vgl. L. Lichtenstein, Ko,' mogonische Untersuchungen I. Eine aus zwei 
Einzelmassen, die einen Punkt gemeinsam haben, bestehende Gleichgevvdchts- 
figur nichthomogener Flüssigkeit, Berichte der Sâchsiscben Akademie der Wissen- 
schaften 80 (1928), S. 35—68. 

128 a jjj (126) bezeichnet ;f' = ;f(T') den Wert der Dichte in dem in 6)+0 
entsprechenden Punkte tL 

Lichtenstein, Glcichgewichtsfiguren. 11 
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Wie y ist auch tp in 0 + S und 0 + S mit der einzigen Ausnahme des 
Koordinatenursprunges von Null verschieden. Bei der Annâherung 

an O konvergiert rp gegen Null, der Quotient “ ist in 0 und 0 beschrànkt 
und angebbar von Null verschieden. 

Wirhaben rechts + . . . fûr + 323^^^ + • • • geschrieben, 

unter den zu (53) III analogen, über S und S erstreckten Integral- 
ausdruck verstanden, weil wir es jetzt, wie man unmittelbar feststellt, 
mit den Gliedem zweiter und hôherer Ordnung des Ausdruckes 

J*/'— rfr' zu tun haben. In dem Ausdruck (53) III ist 

T+t 

übrigens diesmal der Aufpunkt auf einer beliebigen Niveauflâche in 
0 +0 und nicht wie s. Z. notwendigerweise auf S oder S anzunehmen. 

Es sei S eine einschalige Niveauflâche in der Nachbarschaft von S 
und S. Das von S, S und 5 begrenzte Gebiet heiBe 0. Es ândert sich 
nicihts, wenn wir 0 mit in das System aufnehmen und dasBild0iVon0 
niit ^Masse der Dich'' =0 uns erfüllt denken. Die Integro-Differential- 
gleicDung (126) imgeàndert, doch ist nunmehr die Ortsfunktion f 

in dem gâazèn ^ ^ begrenzten Gebiet erklârt, und dieser 

Umstand erweisi Konvergenzbeweis als zweckmâBig. 

Einige weitere Bemerkungen : In der im vierten Kapitel entwickelten 
allgemeinen The^^^i^ verhielten sich die Niveauflâchen in der Um- 
gebung des topologisch wie eine Schar ineinandergeschach- 

telter Kugeln, ,^^tzt haben sie den Charakter ineinandergeschachtelter 
zweisçhaliger pzw. einschaliger Hyperboloide. Der Unterschied ist in- 
dessen, was die - Aufstellung der Integro-Differentialgleichung des Problems 
und den Ko. tivergenzbeweis anlangt, belanglos, — Hauptsache ist, daB 

die auf S. 9t > angegebenen wesentlichen Beziehungen , . . . , = O (r“^) 

auch jetzt gelten. _ . 

Das des (der Gravitationswirkung der homogenen, T T 

erfüUende/u Flüssigkeit entsprungenen) Ausdruckes + 93^®^ + • • • iu 
der Umge -t>ung des Koordinatenursprunges bietet nicht die geringsten 
Schwier^ig^^il^^u dar. Die einzelnen Terme sind diesmal Integral- 

ausdrücke, erstreckt über S + S. Eine Sonderbehandlung erheischt 

129 Ygi jqç 75^ g 5 Q 3 Formel (74) a. a. O. lautet jetzt, sinngemâÛ 
übertragen, 

c)/' 

da in und T^^ eben -y*T = B, auf 5„ und aber [/' ] = 0 ist. Sie gilt für aile hin- 

reichend kleinen Werte von f in 0 + S sowie 0 + S. 
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demgegenüber, wie sich sogleich zeigen wird, das Volumintegral 
über ©1 + 01 . 

Wie an der mehrfach genannten Stelle (S. 105ff.) setzen wir, unter h 
einenkleinen Parameter verstanden, s=QS-\- hF{JJ (x, y, z))—hF (U (0, 0, 0)) , 
woselbst U das Gesamtpotential der Ausgangsverteilung, F eine analy- 
tische und regulâre Funktion bezeichnet, und erhalten, indem wir r 
nach 0 konvergieren lassen, 

(127) 

s+s 

darum àhnlich wie früher 

(128) V’C+ C'dc/^hFiUix, y,z))-hF(U(0,0.0)) 

s+s 

“ “ J ”oei) + ^') - 2 AC(« a; + 6 y) 

- 1 {(«(« + 58(3) -f. . . .) - (o«<*)+ + . . .))- 2! 


Es wird dabei angenommen, daB auf Sund5gewiBF(t7) vonF(t7 (0,0,0)) 
verschieden ist. 

Wir setzen 


(129) 


j y dr[= j ® + SS (3) + . . . , 

Si + è, e+é 

[m^)+ îæ(2)+ sæ(3)+ . . .) _ (^8g(i)+^8g(2)+^gE(3)+ . . .) ==æ , 


nnter den Wert des in Frage kommenden Integralausdruckes im 

Koordinatenursprunge verstanden. Diirch Betrachtungen, die den im 
vierten Kapitel (S. 104) erwâhnten ganz àhnlich verlaufen, überzeugen 
wir uns, daB * 


(130) 


dx 


jh 


\ ày 


Æ.\ 


dz 




^p*rQ, |.* | ^y3/3*y3^ 


giJt. Wesentlich ist hierbei die Formel (74) S. 503 loc. cit. die sinn- 
gemàB übertragen wegen %=0 auf S und S, somit auch auf S„ und 
diesmal lautet 


(131) 


Oxi 





Sie gilt im Innern von 0„ und 0„ sowie auf den Randflàchen S„ und 
sofern r hinreichend klein ist. Nach Voraussetzung ist der Durchmesser 


der Flâchen S und S klein gegenüber ihrem Abstande. Wir schaffea 
darum, indem wir uns auf die Bestimmung von ^ in 0 und î^uf S be- 


!!♦ 
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schrànken, was aus Gründen der Symmetrie erlaubt ist, das Intégral 
als eine kleine GrôBe hôherer Ordnung nach rechts. 


5+5 


Die Beziehung 

(132) yC = _ J/'(l - i) hF{U{x. y, z)) - hF{U{0. 0, 0)) 


s+s 


-“Mi 


■ — ) dx[ ■ 
oQJ. ^ 


Ar*- :*(«*+ 6*)- 2AC(«* + iy) 




- i {(«®+ *<*>+• • •) - • • •)} - If - It S- • • • ’ 

die der Gleichung (72) IV entspricht, bildet die Grundlage für das nun- 
mehr einsetzende Verfahren der sukzessiven Approximationen. Führt 

71 

man rechter Hand für C die «-te Nàherung C ein, so erhàlt man ohne 

w + l 

Auflôsung einer linearen Integralgleichung linker Hand y)^. Man über- 

n+l 

zeugt sich ohne wesentliche Schwierigkeiten, da6 C beschrânkte, in 
S+é stetige partielle Ableitungen erster Ordnung hat und auf S + S 

n 

verschwindet, sofern C die gleiche Eigenschaft hat. Neben den vorhin 
auseinandergesetztenEigenschaften des über0i-t-0i erstreckten Volum- 
integrals und der geschweiften Klammer in (132) kommt hierbei die 
Tat sache zur Verwendung, daB 

(133) 2\ 

Beziehungen v'on der Form 


(134) 


dx 


n 


I A 77 

i dy 


^ n\^%£Fr, 


dz 




genügt. 

Der Konvergenzbeweis bietet gegenüber den in Frage kommenden 
Betrachtungen des vierten Kapitels nicht unerhebliche Vereinfachungen 
dar. Neben der bekannten schon früher benutzten Ungleichheiten werden 
hierbei die weiteren Beziehungen 


(135) 


i ^ 

i dx 








wo l eine ganz wie f beschaffene Ortsfunktion bezeichnet, verwendet. 
Es gilt weiter 


( 136 ) 





H 

dx\'\ 

dy 

i 

dz 


dx' 
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Es ist femer zu beachten, daB sich" F auf S im wesentlichen ganz 
wie die in 27. ebenso bezeichnete Funktion auf S verhâlt. Bei der 
Bestimmung von C auf S (vgl. S. 105ff.) kommt eine zu (121*) analoge 
quadratische Gleichung zur Verwendung. 

Ist C einmal gefunden, so gilt es wie in 27., coi, d. h. X so zu bestimmen 
daB auch die zweite Bedingung des Gleichgewichts (vgl. S. 168) er- 
füUt ist. 

Vorhin ist angenommen worden, die beiden Massen P und P seien 
einander gleich. IstM>M, so rückt der Schwerpunkt O, durch den 
die Rotationsachse hindurchgeht, nach P hin. Der Librationspunkt, 
d. h. derjenige Punkt, in dem die Gesamtschwerkraft verschwindet, 
liegt diesmal zwischen O und P. Der Existenzbeweis wâre mit einiger 
Vorsicht mutatis mutandis wie vorstehend zu führen^®®, dürfte aber 
M — M 

zunâchst, auBer wenn — — als klein aufgefaBt werden kann, einige 
Schwierigkeiten darbieten. 

Maruhn betrachtet in seiner Dissertation auch die beiden Fâlle, 
daB 1. die Kôrper 0 und 0 zur AuBenbegrenzung die beiden ganz im 

• ^ 2 X 

Innem von J* und T* gelegenen Schalen der zu einemWerte U> --^ 
gehôrigen Âquipotentialflâche haben, 2. daB die Ausgangskonfiguration 

( O 2xM\ 

[/< — begrenzt ist. Der zuerst 

genannte Fall bietet, da diesmal der singulâre Punkt im Koordinaten- 
ursprung fortfâllt, wesentliche Vereinfachungen dar. Die Voraus- 
setzung, sei auf dem Rande gleich Null, erweist sich in beiden Fâllen 
als überflüssig. SchlieBlich gelingt es, eine lineare Reihe von Gleich- 
gewichtsfiguren der hier betrachteten Art zu konstruieren, die von einer 
Flüssigkeitsmasse über zwei in einem Punkte zusammenhàngende 
Massen zu zwei getrennten Massen führt. Die kosmogonische Inter- 
prétation eines solchen Modells ist naheliegend. Insbesondere entspriclft 
die im vorstehenden nâher betrachtete Gleichgewichtsfigur einem 
Satelliten, der im Begriff ist, sich von dem Kôrper des Mutterplaneten 
zu trennen. Aile vorstehenden Ergebnisse kann man ohne Schwierig- 
keiten auch unter Zugrundelegung des vorhin auseinandergesetzten 
Verfahrens gewinnen. 

In Weiterverfolgung seiner Betrachtungen hat Maruhn die Existenz 
çiner anderen mit der vorstehenden verwandten linearen Reihe von 
Gleichgewichtsfiguren, die als Modell der von Laplace postulierten Ring- 
bildung dienen kann, bewiesen^®^. Die dünne Atmosphâre ist um eine 


180 Ygj^ gjjjg demnâchst voraussichtlich in der Math. Zeitschrift erscheinende 
Arbeit von Herrn Maruhn. 

181 Vgl. K. Maruhn, Über den Laplaceschen Ringkôrper. Math. Zeitschr. 86 
(1932), S. 122—142. 
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ringfôrmige Gleichgewichtsfigur mit Zentralkôrper ausgebreitet, deren 
Existenz von Garten bewiesen wurde^®^. 

Auf aile in dieser Nummer besprochenen Problème batte ich bereits 
in meiner im S.-Semester 1920 gehaltenen Vorlesung über kosmogonische 
Hypothesen hingewiesen. 

29. Der Laplacesche Urkôrper. In dem Koordinatenursprung O 
eines kartesischen Achsenkreuzes x-y-z môge sich ein punktfôrmiges 
Attraktionszentrum der Masse M befinden, das mit dem Achsenkreuz 
starr verbunden und mit diesem zusammen in einer gleichformigen 
Rotation um die z-Achse mit der Winkelgeschwindigkeit co begriffen ist. 
Das Gesamtpotential der Gravitations- und der Zentrifugalkrâfte bat 
den Wert 

(137) 

der absolüte Betrag der Scbwerkraft in der Ebene y = 0 den Wert 

(138) ■ 


Bescbreibt man von O ausgebend die positive Hâlfte der :r-Acbse, so 
nimmt (138) zunâcbst, mit dem Wert +oo beginnend, monoton ab, 

/ xM \ ^ 

verscbwindet im Punkte Pq — (l, 0, 0) , 1= ( ) und wâcbst wieder 

monoton ins Unendlicbe. Im Punkte Pq findet ein Richtungswecbsél 
der Scbwerkraft statt. Übrigens ist, wie man leicbt siebt, (138) in dem 
Gesamtraume nur luf dem Kreise Cq'.x"^ y- = z = 0 gleicb Null. 

Augenscbeinlicb baben aile Niveauflâcben U der Anordnung die 
Gerade x~0, y = 0 zur Acbse einer Rotationssymmetrie. Sie sind ferner 
in bezug auf die Ebene symmetriscb. Die Niveauflàcbe 


(139) 

« 


xM (O 




bestebt aus zwei (in bezug auf die Ebene z — 0 symmetriscb gelegenen) 
analytiscben und regulâren, sicb ins Unendlicbe erstreckenden Flâcben- 

scbalen, die sicb lângs des Kreises Co treffen und den Winkel 

miteinander einscbliefien. Sie begrenzen einen ganz im Endlicben ge- 
legenen linsenfôrmigen Bereicb T sowie drei nicbtbescbrânkte Bereicbe. 
Nur der zuerst genannte Bereicb ist für die weiteren Betracbtungen von 
Interesse. Durcb jeden Punkt P der Strecke OPq gebt eine ganz be- 
stimmte Niveauflàcbe U = z (c>ro) bindurcb. Die Gesamtbeit dieser 
Niveauflâcben bildet eine Scbar ineinander gescbacbtelter, gescblossener, 
analytiscber und regulârer Rotationsflâcben, die den Raum T einfacb 
und lückenlos erfüllen und für c-> -f oo gegen O konvergieren, sowie eine 


182 vg|. V. Garten, loc. cit. S. 726—745. 
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weitere Schar sich ins Unendliche erstreckender Schalen, die für das 
Folgende nicht in Betracht kommen. Es sei r der Abstand der Punkte P 
und Pq» bezeichnen die durch P bestimmte (in T gelegene) Aqui- 
potentialflàche mit Sj. 

Wie sich ohne Mühe zeigen lâBt, ist die Schwerkraft auf dem Rande S 
von T, ja für aile r—l, auBer auf Cq von Null verschieden, und zwar 
nach innen gerichtet. Da, wie vorhin bemerkt, die Schwerkraft auBer 
auf Cq durchweg von Null verschieden ist, so ist sie auch auf für aile 
/>r>0 nach innen gerichtet. Den üblichen Festsetzungen gemâB 
schreiben wir in T bzw. für aile r</ in der Ebene y==0 

(140) = <0 

Bei der Annâherung an Cq, gleichgültig ob von innen oder von auBen 
von T {r <l gesetzt), wird y) null, und zwar verhâlt sich y) wie der Ab- 
stand r des Punktes {x,y,z) von Cq, 

r2=[/-(A:2+y*)^?+2"- 

\w\ 

Genauer liegt oberhalb einer positiven Schranke^^^. Es sei 0 < / </ 
beliebig gewâhlt, und es môge T den von Sj = S begrenzten Kôrper 
bezeichnen. Es sei c der Wert des Gesamtpotentials U auf S, und es 
môge F(u) eine beliebige in dem Intervalle <0, c — Cq> erklârte, einer 
#7-Bedingung mit dem Exponenten r<l genügende, für u = 0 ver- 
schwindende Funktion bezeichnen. Die in dem von S und S begrenzten 
Bereiche T erklârte Funktion F{(7(:v, jy, ;2:) —Co) ist daselbst stetig, 
verschwindet auf S und erfüllt, wie man leicht sieht, eine //-Bedingung. 
Es sei schlieBlich 


{F{U{x,y,z)-c^] fur aile t m T, 

(141 ^(x) = l . 

{F{t-Co) m T. 

Nach diesen Vorbereitungen versuchen wir die Existenz einer Gleicli- 
gewichtskonfiguration zu beweisen, die aus einem punktfôrmigen 
Attraktionszentrum der Masse Mj— (1--/3)M in O, unter /3 einen zu 
bestimmenden hinreichend kleinen, positiven Wert verstanden, und 
einer Flüssigkeit s vert eilung besteht, über die folgendes festgesetzt wird: 
Sie erfüllt ein Gebiet , das die gleichen topologischen und Symmetrie- 
eigenschaften wie T hat und aus T durch eine umkehrbar eindeutige 
•und stetige Abbildung von der Form 


(142) x^—x + a^, yi=y + 6C. ^i=z + cC 


entsteht, unter a,b, c wie früher die Richtungskosinus der AuBen- 


Man vergleiche hierzu bsp. G. Tisserand, Traité de mécanique céleste, 
Bd. IV, Paris 1896, S. 233 — ^237. Siehe auch K. Maruhn, Über den von Laplace 
postulierten Urkôrper, Math. Zeitschr. 87 (1933), S. 463 — 478. 
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normale zu Sj verstanden. Die Flûssigkeitsdichte hat in dem r durch 
(142) zugeordneten Punkte den Wert a;^ (r), unter a einen hinreichend 
kleinen festen Wert verstanden. Da x dem Bildgebiete von T den 
festen Wert FÇc — Cq) hat, so i&t es fûr das Folgende gleichgültig, welchen 
Wert ^ in T hat. Wir kônnen uns darum auf die Bestimmung von C in F 
beschrànken. Wir nehmen an, daB C sich im Innem und auf dem Rande 
von T stetig verhàlt, auf Cq verschwindet, die Gerade x = y = 0 zur Achse 
einer Rot ationssymmet rie unddieEbene z=0 zur Symmetrieebenehat. Des 
weiteren hat ^ beschrànkte und auBer hôchstens auf CoStetige partielle Ab- 
leitungen erster Ordnung. SchlieBlich gelten Ungleichheiten von der Form 


(143) 


\dx / 


\dy * \dz 




darum auch 


unter e einen hinreichend kleinen Wert verstanden. Wie man sich 
ohne Mühe überzeugt, wird tatsàchlich durch (142) eine topologische 
Abbildung vermittelt. Wie man sich leicht überzeugt, werden übrigens 

Umgebung von Cq wie ir^ unendlich. 

Die Winkelgeschwindigkeit der gesuchten Gleichgewichtsanordnung sei 
wieder co. 

Die Integro-Differentialgleichung des Problems ergibt sich durch 
sinngemâBe Anwendung der in dem vierten Kapitel angewandten 
Schlüsse. Es gilt für aile r in F 

Ui{Xi,yi.z;) = ~ + '^{x\+ y\) + 

und mit 

yi, ^i) = U{x, y, z) + XqS 

weiter 

(144) >«M(i-y)+Y[(^î+>'f)-(^H>'‘*)] + xaJ^^-^i?T;-/5^=;<oS. 

r, 

Beachtet man, daB 



dv\rj^ 2 dv^\r)^ 

S r .)2 

■ [(*1 + yf ) - (^^ + y*)] = ft>*r T C+ 9- (a*+ 6*) C* , r*= a:* + y* , 


gilt, so findet man 




(145, K=.s-M[|5(i) + g5(i) + ...] 

6>) î*- «J il"' <ii;+ /» =77{C) . 


2x' 
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Wir setzen zur Vereinfachung 

(146) 




Aus Gründen der Symmetrie ist in Pq f ür aile a und fi (auch a + 0 , ^ = 0) 
gy77{f} = ^77{C} = 0, indessen ist im Gegensatz zu den Betrach- 
tungen des vierten Kapitels für beliebige a und fi im allgemeinen nicht 
auch ^i7{C} = 0, so daB J7{C} sich in der Umgebung von Cq (in T^) 

nicht wie Const. + 0{rl) = Const. + 0{r^) {ri = [/— {xl + yl)^Y+ zl ver- 
hait. Dasselbe gilt augenscheinlich für /7{C}- Es lassen sich aber bei 
beliebigem a aus (144) qS und fi mit Leichtigkeit so bestimmen, daB in 

Pq. . . ^{C} = 0 , g^77{C} = 0 (und darum auch {f} = 0) wird. Um 

dies zu erreichen, ist eben der Parameter fi eingeführt worden 

Wir setzen, unter den Abstand des Punktes r[ = (x [ , y [ , z[) von 
Pq verstanden, 


(147) 


Tt 




0^1 


und erreichen damit, daB i7{C} in Pq und damit zugleich überall auf Cq 

d ^ * 

verschwindet. Des weiteren soll in Pq . . . = 0 gleich Null sein. 

Dies liefert nach (146) 

(148) 




r. 


Aus (145), (147), (148) ergibt sich nach einer leichten ITmformung die 
weitere Beziehung 


(149) K’ 




Man verifiziert leicht, daB, wenn f sich wie eingangs angenommen ver- 
hâlt, die rechte Seite von (149) in Pq wie verschwindet. 

Die Auflôsung der Integro-Differentialgleichung (149) durch suk- 


Auf den Gedanken, in Analogie zu den Entwicklungen des vierten Kapitels 

(S. 105 ff.) die Beziehung: = 0 in Pq wie oben zu erzwingen, binich durch 

0 X 

eine Unterhaltung mit Herrn E. Hôlder, der eine âhnliche Wendung für andere 
Zwecke (vgl. die Fuûnote ^®^) in Aussicht genommen hatte, gekommen. 
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zessive Approximationen bietet keinerlei Schwierigkeiten dar. Wir setzen 
(150) y è = -« J {i - /)} %(/) dx' 

T r 

~ Xir') dx '- (i - 1 + 

T 

und für aile n>l in Anlehnung an die S. 107 ff . gebrauchte Schreibweise 

« ri ^2 /1\ w-l 1 /i\ n-i “I ^.,2 7i~l 


J ( 1 1 l ,n-l 7vl 

tï-Trî-7rrî-(* 
e oe (o?)* > 

72 r ^ / 1 1 , 7TrV^ 


7t-l , 71 1 , 7 V I %. 

( 152 ) A;=a; + aC. y=y + 5 C, z=z + cC, 

(y)2= ('*ÿ‘)2+ . 

«-1 ^ ^ 

Es môge C ini Innern und auf dem Rande von T stetig sein, auf Cq 

verschwinden und beschrânkte, auBer hôchstens auf Cq stetige partielle 
Ableitungen erster Ordnung haben. Ferner sei 

n-l n~l 7*-l 

/,rov làC ’àC : iàC y , 

lâl- ’ 


Durch die in T erklârte topologische Abbildung (152) wird T ein von 

n-l 

zwei Randflàcnen S und S , den Bildern von S und S, begrenzter 

n-l 71-1 

Bereich T zugeordnet. Fügt man diesem Bereich das von S be- 
grenzte endliche Gebiet hinzu, so erhâlt man den Bereich, der in (151) 

71 — 1 , 

mit T bezeichnet worden ist. Was die Funktion ^ betrifft, so hat sie 
in dem Bildpunkte ”t ^ von t für aile t in F den Wert % (r) , in allen anderen 

_ n-l . 

Punkten von T den festen Wert F{c — Cq}. Offenbar erfüllt % in T 

n-l 

eine /7-Bedingung und verschwindet auf 5 . Denkt man sich die 

n-l 

Funktion % dadurch über T hinaus fortgesetzt, daB man sie auBerhalb 

71-1 ^ ^ 

von T gleich Null setzt, so wird sie überall eine iZ-Bedingung erfüllen. 
Augenscheinlich steht jetzt nichts im Wege, in (151) die Intégration 

n-l 

statt über T über einen beliebigen, hinreichenden groBen Kugelkôrper 
um den Koordinatenursprung zu erstrecken. 

Nach bekannten Sàtzen (vgl. 1., 3) hat der dritte Summand in (151) 

71-1 n-l n-l 

rechts, A{t, }, in T + S stetige (einer /f-Bedingung genügende) partielle 
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Ableitungen zweiter Ordnung und verschwindet nebst seinen Ab- 

leitungen erster Ordnung -^lA, -^lA in P», darum auch über- 

O X O y O Z 

ail auf Cq. Augenscheinlich verhalten sich A ] 

d X d y d Z 

in der Umgebung von Cq entsprechend wie Cr^ t>zw. Die partiellen 
Ableitungen 

dA d yi ^A d^^x^ , dA o^'z^ 

' () X d X d^^x^ dx ^ ^ ^ d x ^ * * * 


verschwinden bei der Annâherung an Cq in T wie V oder, was auf das- 
selbe hinauskommt, wie r. Die drei anderen Summanden in (151) 
rechts haben die gleichen Eigenschaften. Man sieht jetzt leicht, daB 

■H n n 

C, 7 ^, sich, was ihre Stetigkeitseigenschaften betrifft, wie 


'-^dx’dy^dz 

ti-l H-i n-1 

'T 11. ‘LL iL 

’ dx ’ dy ’ dz 


C , 'qY’ verhalten. Gelingt es noch zu beweisen, daB 

ist, so wird damit gezeigt sein, da nach (150) diese Eigenschaft für hin- 

1 

reichend kleine \ol\ der Funktion C zukommt, daB sich der Iterations- 
^rozeB der sukzessiven Nâherungen unbegrenzt fortsetzen lâBt. 

Es sei 


(156) 

darum auch 

(157) 


I a I 


n-1 

àÜ 

n-1 

âC 

n -1 1 

il 

(ix 

dy 

dz 1 


^Ü^e, 




Wie man sich ohne groBe Mühe überzeugt, ist in T 


(158) 

mithin auch 

(159) 


dx y>(r) 1’ ! c'y \\p ) ’ âz\y) 


^C(ûi + Û2), 


\^C(Qi+Q^)i3r. 


Von den Ungleichheiten (158) und (159) ausgehend lâBt sich jetzt wie 


in 9. beweisen, daB sich für ^ 


ac dc 


(n = 1, 2, . . .), sobald 


*** V* vy , \xcLhJ itii j j , j y | | Ô Z | ' t ••• J ) ov/i-'w.avj. tis» j 

als hinreichend klein, etwa ^ angenommen wird, wie verlangt, eine 
gemeinsame obéré Schranke angeben làBt^^®. Man gelangt hierzu 


186 übrigens konvergiert diese Schranke zugleich mit Qi gegen lîull. 
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durch Betrachtung der quadratischen Gleichung 

(160) 

Es sei C eine wie vorhin beschaffene, den Ungleichheiten (143) geniigende 
Ortsfunktion in T, und es môge t ^ine hierzu analoge Funktion bezeich- 
nen. SchlieBlich sei in T 

(161) ji (C-oj, j|;K-S)|. 

danim 

(162) |C-C|^y3Cyr. 

Es gilt dann, wie sich durch einen naheliegenden Ausbau der loc. cit. 

S. 499 ff. durchgeführten Betrachtungen zeigen lâBt, 

(163) |^[^(i7{f}-i7{?})]|. ... ^DCy(13+i2i) 

somit auch 

(164) ^(/7{C}-77{C})^I>y3£y(12+l?x)»-. 

Die Beziehungen (163), (164), die zu (130) III analog sind, führen auf 
die einfachste Weise zum Konvergenzbeweis der sukzessiven Nâherungen. 
Damit ist der Existenzbeweis der gesuchten Gleichgewichtskonfiguration 
erbracht 

Lângs Cq ist die Schwerkraft gleich Null. Beim langsamen Zu 
sammenziehen der Flüssigkeitsmasse infolge fortschreitender Abkühlung 
und einer damit ve^bundenen Erhohung der Winkelgeschwindigkeit 
wird die Flüssigkeit allmâhlich über Cq weg in den AuBenraum gelangen. 
Da dies auf der ganzen Peripherie von Cq gleichmâBig erfolgt, so er- 
scheint das vorstehende sogenannte Rochesche Modell nicht als geeignet, 
die Entstehung der Planeten oder Satelliten im Sinne der Laplaceschen 
Hypothèse dem Verstàndnis nâher zu bringen^^®. 

Ersetzt man das kugelsymmetrische Attraktionszentrum durch einen 
geeigneten starren Kem mit achsensymmetrischer Dichteverteilung, etwa 

1*® Man vergleiche 9* S. 59, sowie die entsprechenden Ausführungen loc. cit. 

S. 616 ff. und S. 566ff. 

2 

187 Wir bezeichnen mit 77 {C} den Ausdnick, der entsteht, wenn man in (151) 

w-l n-l 

rechterhand C durch f, somit zugleich T durch Tj ersetzt. 

Man vergleiche zu dem Vorstehenden die Ausführungen der in der Fuûnote 
genannten Abhandlung von K. Maruhn. Herr Maruhn beweist in dem ersten Teile 
seiner Arbeit die Existenz der im Haupttext behandelten Konfiguration unter Zu- 
gnindelegung meines auf S. 161 erwâhnten Verfahrens. In dem zweiten Teile 
werden zu gleichem Zwecke die Methoden meiner loc. cit. genannten Arbeit 
verwendet. Beim Übergang zu der gesuchten Konfiguration wird dabei M fest- 
gehalten und coi + ca in geeigneter Weise bestimmt. 

189 Vgl. ten Bruggencate, Die Entwicklung der Sterne, Forschungen und Fort'^ 
schritte 9 (1933), S. 158—160. 
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durch einen kleinen starren, von einem verlângerten Rotatidnsellipsoid 
begrenzten Kôrper, dessen groBe Achse die Richtung der A;-Achse hat, 
so gelangt man zu einem Modell mit nur zwei auf der a;- A chse gelegenen 
Punkten des Randes, in denen die Schwerkraft verschwindet, somit eine 
Massenentweichung zu erwarten ist. Statt einer dreidimensional oder 
linienartig verteilten Masse kann man natürlich auch von zwei gleichen, 
starr verbundenen, auf der ^^-Achse in gleichem Abstand von dem Ur- 
sprung angebrachten Massenpunkten ausgehen. Sind die beiden Massen 
verschieden, so gewinnt man ein Modell mit nur einem singulàren Punkte, 
darum nur einer Entweichungsstelle. 

Das in 28. und 29. entwickelte Verfahren gestattet, sinngemàB um- 
gestaltet, den Existenzbeweis mancher anderer Gleichgewichtskon- 
figuration zu führen. So dürfte es jetzt môglich sein, um nur ein Beispiel 
zu nennen, den Beweis der Existenz schwach inhomogener Rochescher 
Satelliten in der Umgebung der homogenen zu erbringen. 

30. Schlufibemerkungen. Wir hatten im Laufe unserer Darstellung 
wiederholt Gelegenheit, weitere Fragen zu berühren. Es sei zum SchluB 
gestattet, in aller Kürze auf einige neue Ergebnisse und einige Problème 
hinzuweisen, die mit Rücksicht auf den zur Verfügung stehenden Raum 
nicht nâher behandelt werden konnten. 

Man kann vor allem, um an die Ausführungen der letzten Numjner 
anzuknüpfen, das starre punkt- oder linienartige Attraktionszentrum 
üurch einen geeigneten homogenen Flüssigkeitskôrper ersetzen. Wie 
Maruhn neuerdings zeigte, gelangt man durch einen Ausbau der in 
17. und 29. angegebenen SchluBweisen zu einem Existenzbeweis einer 
Gleichgewichtsfigur, bestehend aus einem regulâren Maclaurinschen oder 
Jacobischen Flüssigkeitsellipsoide und einer dünnen, siçh bis zu einer 
schwerelosen Finie oder den schwerelosen Punkten erstreckenden Atmo- 
sphâre, deren Dichte wie in 29. am Rande verschwindet. (Man vergleiche 
die in der FuBnote erwâhnte, demnâchst erscheinende Abhandluqg 
von Herrn Màruhn.) Im AnschluB daran wâre es von Interesse fest- 
zustellen, wie die Verhâltnisse im Falle der Maclaurinschen oder Jacobi- 
schen Verzweigungsellipsoide als Ausgangsfiguren liegen. Des weiteren, 
ob man der Betrachtung etwa Liapounoff-Poincarésche Figuren in der 
Nachbarschaft der Ellipsoide zugrunde legen kann. 

Es ist bis jetzt angenommen worden, daB die Dichte der Atmo- 
sphâre auf der Oberflâche des Zentralkôrpers einen Sprung er- 
leidet. Es dürfte môglich sein, den Sprung durch einen hinreichend 
scharfen, aber stetigen Abstieg der Dichte zu ersetzen. Allgemeiner 
dürfte sich in der Umgebung einer beliebigen homogenen oder 
heterogenen ,, regulâren*' Gleichgewichtsfigur mit dem Randwert der 
Dichte / > 0 die Existenz weiterer Gleichgewichtsfiguren mit einer am 
Rande hinreichend scharf, aber stetig gegen Null abfallenden Dichte 
dartun lassen. 
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Die Eiitwicklungen dieses Bûches sind fast ausschliefilich mathe- 
matischen Charakters. Nur gelegentlich wurde auf môgliche astrono- 
mische Anwendungen hingewiesen. Und doch ist die Théorie der Gleich- 
gewichtsfiguren rotierender Flüssigkeiten der Beschâftigung "mit astro- 
physikalischen und kosmogonischen Fragen entsprungen. Vielleicht 
kônnten darum die Resultate und Methoden dieses Bûches, vor allem 
die Ergebnisse der Nummern 26. bis 29. bei weiterem Ausbau in der 
Théorie der Planetenatmosphâren, der Bildung der Satelliten, môg- 
licherweise auch in der Théorie der Doppelsterne u. dgl. einmal auch 
eine mehr praktische Bedeutung für die Astronomie erlangen^^®. Im 
Zusammenhang damit wâre, worauf ich schon einmal früher (vgl. 
loc. cit. ^28) hingewiesen habe, die Einführung weiterer physikalischer 
Parameter und eine ins einzelne gehende Verfolgung der in 29. betrach- 
teten Konfiguration bei ihrem Fortschreiten lângs einer linearen Reihe 
von (quasistationâren) Zustânden erwünscht. 

Den AnlaÛ zu diesen Ausführungen gabcn mir Diskussionsbemerkungen 
vofl Herrn Kollegen Hopmann nach einem von mir in dem hiesigen mathe- 
matischen Kolloquium gehaltenen Vortrage. 
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